ECG1, mathématiques Corrigé du DM n°3 Novembre 2024

Corrigé du DM n° 3

Exercice 1

(M —3L5)(M — 4l,) = <_§ ;) X <_§ g) = <8 8) =0,
2. On développe I'expression (M — 313)(M — 413). On obtient :
(M —31,)(M — 4I,) = M? — 4M — 3M + 121,.
On a donc
M? =7M — 12I,.
3. On note P(n) : « Ja, € R, 3b, € R, M"™ = ap, M + b, 15 ».

Initialisation : (n = 0) D’une part, M?° = I, par convention. D'autre part, on a : agM + byl>. On pose donc ag = 0 et
by = 1. Ainsi ag et by existent bien et on a la relation M? = agM + by L.

Héreédité : Soit n € N. Supposons P(n) vraie et montrons que P(n + 1) est vraie.

M™M= M x M"
= M(a,M + b,I5) par hypothése de récurrence
= a,M? + b, M
=an(TM — 121) + b, M
= (Tap + bp) M — 12a,I>.

On pose alors ap+1 = 7a, + by, et by = —12a,,. Ainsi a,41 et by11 sont bien définis et on a la relation
M =, M 4 by 1.

Conclusion : Pour tout n € N, a,, et b, existent et sont définis par ag =0, by = 1 et an+1 = Tan + by, bnt1 = —Tay, et
on a la relation : M"™ = a,, M + b, 1.

4. Montrons que la suite (uy, ), est géométrique. On a pour n € N :
Unt1 = 3an41 + bpy1 = 3(Tay, + by) — 12a, = 9ay, + 3b, = 3(3ay, + by) = 3uy,.

Ainsi la suite est géométrique de raison 3 et de premier terme ug = 3ag + by = 1.
On en déduit |'expression de u,, pour tout n : u,, = 3".
Montrons que la suite (v,), est géométrique. On a pour n € N :

Unt1 = dant1 + bni1 = 4(7an + by) — 12a, = 16a, + 4b, = 4(4a, + by) = 4vy,.

Ainsi la suite est géométrique de raison 4 et de premier terme ug = 4ag + by = 1.
On en déduit |'expression de v,, pour tout n : u, = 4".
On a alors le systéme

4a, + b, = 4"
On le résout, on obtient : a, =4" —3" et b, =3" —3(4" —3") =4 x 3" -3 x 4",
5. On a donc pourn € N :

{3an + b, = 3"

n+l _ n n _ n

—3x 4"+ 3" 3x4mr—2x 3"
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Exercice 2

4 -1

1. Posons la matrice A = <1 9

),onabien:

A Up\ _ (4up —vn\ [ Unt1
V) \un+2v,)  \vpi
On a alors : 31, + J = A.

1 -1
7= 2)
3. On calcule le produit et on obtient J? = 0.
Posons pour n € N*, P(n) : « A" =3"I, +n3" 1] ».
Initialisation (n=1) On a:

2. Posons J = A — 315, ona:

3 +1x3%=3L+J = A
Ainsi P(1) est vraie.
Hérédité Soit n € N*, supposons P(n) vraie et montrons que P(n + 1) est vraie. On a :
AL = A x An
= Ax (3"I; +n3""'J  par hypothése de récurrence
= (31, +J) x (3"Iy +n3""1J  d'aprés la question précédente
=3""I, +n3"J +3"J +n3" "1 J?
=3"" L+ (n+1)3" carJ* =0,
Ainsi P(n + 1) est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion La propriété est initialisée et héréditaire donc elle est vraie pour tout n € N*,

2 4 u U
4. Montrons le résultat par récurrence, posons pour n € N*, P(n) : « (v") =A (UO) »
n 0

Initialisation (n = 0) On a, par convention, A° = I, donc A° (150) =1 <ZO) = <:}LO). Ainsi P(0) est vraie.
0 0 0
Hérédité Soit n € N*, supposons P(n) vraie et montrons que P(n+1) est vraie. On a, d'apreés la question 1. et I'hypothése

de récurrence :
(Un+1) A (Un) A x A™ (UO) 4n+1 (UO)
Un+1 Un Vo Vo

Ainsi P(n + 1) est vraie et la propriété est héréditaire.
Conclusion La propriété est initialisée et héréditaire donc elle est vraie pour tout n € N.
5. Soit n € N*, on a:

nom o1, (3" 0 n3"~t  —n3"1\ /3" 4 p3nt —n3nt (3"t n+3) —n3"!
A" = 3"y 4n3 ‘]<o 3 ) Flngrt —pant) T mant pgnttgsn) T ngnt 0 gnmlz—n)

On a donc :

gr (M0 _gnor (1 3 -n o (1o 3" ((n + 3)up — nvo)
vo ) n 3—n vo)  \3" Hnug+ (3—n)wg) /"
Ainsi pour tout n € N*,

Up = 3" ((n + 3)ug — nvy) et w, = 3" H(nup + (3 — n)vp)

Pourn =0, 0on a:
3" H(n +3)up —nvg) =ug et 3" (nug+ (3 —n)vg) = vo

L'expression est donc valable pour tout n € N.
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Exercice 3 d'aprés ESCP 2012, voie T

1. On vérifie facilement que pour I, les sommes des coefficients de chaque ligne et de chaque colonne donnent toutes 1. Ainsi

Iefetonal|s(I)=1]|
On vérifie facilement que pour J, les sommes des coefficients de chaque ligne et de chaque colonne donnent toutes 3. Ainsi

ITe€fetona|s(J)=3]|

2. Ona:
Kef «<— 1+a+b=-2+5+3=a—-6+5=1-24+a=a+5—-6=b+3+5

On obtient alors le systéme :

1+a+b=6
a—1=6
b+8=6

On obtient alors : a =7 et b= —2.
Ainsi(KEE <— a=7 et b:—2].

3. Ona:

Me€f < a+d+zxz=bt+et+y=c+z+t=a+b+c=d+e+z=ax+y+t
On obtient alors le systéme suivant :
a+d+xr=a+b+c
b+e+y=a+b+c
d+e+z=a+b+c
c+z+t=a+b+c
r+y+t=a+b+c
On a alors :
r=b+c—d
y=a+c—e
z=a+b+c—d—e
t=a+b—z=a+b—(a+b+c—d—e)=d+e—c

Ainsi[MEE<:>x:b+cfd et y=a+c—e et z=a+b+c—d—e et t:dJrefc].
4.(a) Ona:

T1+x2+23 X1 +T2+2x3 T+ T2+ T3 T1+y1+21 x2t+y2+22 T3+ys+ 23
Al=|yi+y2+ys vi+y2+ys y1+y2+ys et JA=|zi+y1+21 x2+y2+22 x3+ys+ 23
Z1t22+23 z21+22+23 21+22+23 Tit+yr+z21 Tot+ya+z22 T3+Ys+z3

(b) Raisonnons par double implication :

(=) Supposons que A € & alors :
x1+x2+x3:y1+y2+y3:z1+z2+23:x1+y1+zl:z2+y2+22:z3+y3+23:s(/1)

On a alors :

s(A4) s(A) s(4) s(A4) s(A) s(4)
AJ = [s(4) s(A) s(A) et JA=|s(4) s(A) s(A)
s(4) s(4) s(4) s(4) s(4) s(4)

On a donc AJ = JA.
(<) Supposons que AJ = JA alors d'aprés leurs expressions, cela signifie que :

T1+y1+z2=21+22+ 23
T1+y+z21=Y1+Y2+ Y3
T1+yY1r+21=2+22+ 23
T2+ Y2 +22 =21+ T2+ 23
T3+ys+z3=2x1+2T2+ 23

Cela équivaut a la définition de A € &.

Lycée Charles de Gaulle, Caen 3/8 (© M. Fontaine



ECG1, mathématiques Corrigé du DM n°3 Novembre 2024

(c) Soit A € &, alors d'apreés les calculs précédents :

s(A) s(A) s(4)
AT = [s(4) s(4) s(4) | = s(A).
s(A) s(4) s(4)

5. (a) D’aprés la question 4.(b), AB € £ <= ABJ =JAB.Or,ona, pour AcetBe&:

ABJ = A(BJ)
=A(JB) carBeé&
= AJB
= (AJ)B
=(JA)B carAecé&
= JAB

On en conclut donc que .

(b) D'apres la question 4.(c), pour toute matrice A € £, AJ = s(A)J.
Soit Ac £ et Be &, on a alors :

ABJ = As(B)J carBe¢&

=s(B)AJ cars(B) eR
=s(B)s(A)J carAecé&
=s(A)s(B)J car s(A) et s(B) eR

De plus, comme A€ et B &, AB€ £ doncon a:

ABJ = s(AB).J.

On obtient alors : s(AB)J = s(A)s(B)J soit [S(AB) = s(A)s(J)].

6. (a) Soit A € £ alors AJ = JA donc J = A™'JA (en multipliant & gauche par l'inverse) donc JA™* = A~'J (en
multipliant a droite par I'inverse). Ainsi A~! € £ d’aprés I'équivalence montrée a la question 4.(b).

(b) Soit A€ & alors A™' € £ et AA™! € £, on a alors d'aprés la question 5.(b) :

s(AA™Y) = s(A)s(A71).

Or s(AA_l) = s(I) =1 ainsi s(A)S(A_l) =1 donc etona s(A—l) = S(lA)

1 .
7.(a) On a, d'une part :BJ = gs(A)J2 or J? = 3.J (il suffit de faire le calcul) donc BJ = s(A)J.

1 1
On a, d'autre part : JB = J x gs(A)J = gs(A)J2 =s(A)J.

On a donc BJ = JB et donc d'apreés la question 4.(b).
(b) On a, d’une part :

BC = B(A— B) = BA - B?

_ %s(A)JA - %S(A)J x %S(A)J

= LS(AAT — S(s(A) T carAcE
_ %s(A)AJ - %(S(A))Q x 3.J

. %s(A)(AJf S(A)J)

—0 crdce
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On a, d'autre part :
CB=(A-B)B=AB - B?

= A X %S(A)J - %S(A)J X %S(A)J
1 1 2 72

= gs(A)AJ - §(s(A)) J

_ %S(A)AJ - %(S(A))2 x 3J

= %S(A)(AJ —s(A)J)

=0 cardef

(c) Montrons le résultat par récurrence et posons pour n € N*, P(n) : « (A— B)" = A" — B" ».
Initialisation (n =1) Ona: (A— B)! = A— B = A' — B' donc P(1) est vraie.
Hérédité Soit n € N, supposons P(n) vraie et montrons que P(n + 1) est vraie. On a :
(A—B)""' = (A—-B)" x (A- B)
= (A" — B") x (A— B) par hypothése de récurrence
= (A" — B™)C  par définition de C
=A"C - B"C
= A"C - B""'BC
=A"C—-0 car BC=0
=A"(A-B)
= A"t — A"B
= A" — ((A—=B)" + B")B  par hypothése de récurrence
= A" —Cc"B - B"t!
— A" —cnleB - B
= A" - B"* carCB =0

Ainsi P(n + 1) est vraie et la propriété est héréditaire.
Conclusion La propriété étant initialisée pour n = 1 et héréditaire, elle est vraie pour tout n € N*,
(d) Montrons que C € F, on a, comme A et B appartiennent a £ :

CJ=(A-B)J=AJ-BJ=JA-JB=J(A-B)=JC.
Ainsi C € £. De plus, on a :
CJ=AJ—-BJ
=s(A)J —s(B)J
= (s(4) —s(B)) J

Ainsi s(C) = s(A) — s(B). On a de plus :

=s(A)J

Ainsi s(B) = s(A). On a donc en conclusion s(C) = s(A) — s(B) =0 et .
(e) Soit Ac &, ona:

1 1

1 1
La matrice gs(A)J est une matrice proportionnelle & J et la matrice A — -s(A)J correspond a la matrice C' de la

question précédente et on a montré qu'elle appartenait 3 7. On a donc le résultat demandé.
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