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Corrigé du DM n° 2

Exercice 1 Questions indépendantes

1. La fonction g est de la forme v/A. Pour que g soit bien définie, il faut que A > 0. Ainsi on résout |'inéquation suivante
[x+1-520<|z+1|>25<cz+12bouxz+1< -5&x>40ux< —6.

Ainsi Dy =] — 00; —6] U [4; +00].
2. On commence par déterminer le domaine de définition de I'équation noté D. Pour x € D, il faut qu'il soit solution des 4

inéquations suivantes.
50 —3>0, 32—2>0, z—1>0, 2x+1>0.

Ainsi D =|1; +o0.
On regroupe ensuite les logarithmes ensemble de chaque cété. On obtient :

In((52 — 3)(3z — 2)) = In((z — 1)(2z + 1)).

Cette équation est équivalente a :
B5r—3)Bzx—2)=(z —1)(2x + 1).

On a alors :
1522 — 102 — 92+ 6 =222+ —22—1 < 1322 — 182+ 7=0.

On calcule le discriminant de ce polynéme de degré 2, on obtient A = —40 < 0. Ainsi .7 = ().

3. Le domaine de cette inéquation est R. On a :
z2 -3z 2 2 2
ee e <= 1+2°-3r<2 < 2°—-32z—-1<0.

On dresse le tableau de signes de ce polynéme de degré 2.

. o 3-V13 3+V13 oo
2 2
2 —3x—3 + 0 - 0 +
—V1 1
Ainsi . = [3 2\/_3;3+2\/_3 .

Probléeme 1

1. (a) La fonction g est dérivable sur R comme somme de fonctions dérivables sur R. On a pour z € R,
x

g'(z) = e + ze® — " = xe”.

Pour tout z € R, €* > 0 donc ¢'(z) > 0 pour z > 0 et ¢'(z) < 0 pour z < 0.

Ainsi la fonction g est [décroissante sur | — oo; 0] et croissante sur [0; +oo[].

(b) La fonction g étant décroissante sur | — 0o; 0] et croissante sur [0;+oc], elle atteint son minimum pour = 0. Or

g(0) =0 donc Vx € R, g(x) > 0. Ainsi la fonction g est .
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()

On sait que lim ze” = +o0o et que lim —e® = —oco. Nous sommes donc a priori devant une forme indéterminée.
T— 400 T——+00

Factorisons par le terme prépondérant :
1
gr) =" (a— 1+ ).

1 1
Ona lim — =0etdonc lim z—14 — = +o00 ainsi par produit[ lim g¢(z) = +oo}
e’ z——+00

r—+oo T T—+o00
On sait que lim e =0 et que lim xe® =0 par croissance comparée. Ainsi | lim g(x) =1/
T——00 T——00 T——00

eI

. —1
La fonction f est de la forme In(u). Pour qu’elle soit définie, il faut que w > 0, c'est a dire qu'il faut > 0.

Etablissons le tableau de signe de ce quotient :

x —00 0 +00
e’ — 1 — 0 +

z - 0 +
o1 - -

x

L. e’ —1 .. "
On en déduit que . >0 <= z #0. Ainsi .

Etudions la limite de f au voisinage de +cc.

e’ —1 e’ 1 . 1 . e” . 3
On a pour x # 0, =———,or lim —=0et lim — = 400 par croissance comparée.
T

T x x T—+00 T r—+o00 T

Ainsi  lim
Tr—r+00 xX

EIEOO flz) = +oo}

= +o00. De plus, on sait que lirf In(z) = 400 donc par composée de limites, on obtient que
xr—r+00

x

Etudions la limite de f au voisinage de —cc.
X

On sait que lim e®* —1 = —1 et que lim z = —oo. Ainsi par quotient, on a lim = 0. De plus,
Tr—r—00 Tr—r—00 Tr—r—00 €T

lim In(z) = —oo, on en conclut, par composée de limites que[ lim f(z) = —oo}.

x—0 T—r—00

Etudions la limite de f au voisinage de 0.
e —1 e —1

est une forme indéterminée mais on peut montrer que lim = 1 en utilisant les taux
x—0

A priori, lim
x—0

' ) x T
d’accroissement. En effet,

e -1 e —¢
z z—0
On reconnait le taux d’accroissement de la fonction exponentielle en 0. La fonction exp est dérivable en 0 donc
0
. et —e
lim = =1.
x—0 1 — 0

De plus, In(1) = 0 donc par composée de limites, on a lim0 flx)=0}|
T—

x

Pour x € R*, z —

est dérivable et a valeurs dans R, de plus 2 + In(x) est dérivable sur R* donc f est

T
dérivable sur R* comme composée de fonctions dérivables.

Dérivons la fonction f. Elle est de la forme In(u) avec u(z) = ¢ .On a pour x € R*, u/(z) = ¢ Xz 2(6 ) =
x x
r _ T 1
w. Ainsi pour z € R*,
x
f(a) = L) RO S 1C)
er—1 22 e — 1 :r(ef” _ 1)

x

Etudions le signe de ce quotient et déduisons-en les variations de f.
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x —00 0 +00
e — 1 - 0 +
x - 0 +
z(e® — 1) + +
9(x) +
f'(@) + +
0 +00
Variations de f / /
—00 0
Signe de f(z) - +

(d) Soit z € Dy,

I <1 ;I) “n <e_$ 1) = f(~a).

Pour z €] — 00;0[, —z > 0 donc f(—x) > 0 ainsi f(z) —z > 0.
Pour z €]0; +00[, —x < 0 donc f(—z) < 0 ainsi f(z) —x <0

(a) Montrons le résultat par récurrence. On pose pour n € N, P(n) : « u, >0 ».

Initialisation (n =0) On a ug > 0 donc P(0) est vraie.

Hérédité Soit n € N, supposons P(n) vraie et montrons que P(n + 1) est vraie.
On sait par hypothése de récurrence que u,, > 0 or f(x) > 0 pour 2 > 0 d’aprés la question 2.(c). Ainsi up4+1 =
f(un) > 0. P(n+ 1) est donc vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion La propriété étant initialisée et héréditaire, d'aprés le principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout
n € N.

(b) Soit n € N, on a, d’aprés la question 2.(d) :

Un+1 — Un = f(un) — Up = f(_UN)

Or pour tout n € N, u,, > 0 donc —u,, < 0 et f(—u,) < 0 d'aprés la question 2.(c).. Ainsi u,t+1 < u, et la suite
(un)nen est strictement décroissante.

(c) D’apres les deux questions précédentes, on sait que (uy,)nen est décroissante et minorée par 0 donc d'apreés le théoréme
de convergence monotone, elle converge vers ¢ > 0.

Raisonnons par I'absurde et supposons que £ # 0. Comme la fonction f est continue sur R’ , on a lirJIrl flun) = 2.
n— 400

De plus, lirf Un+1 = £. Ainsi par unicité de la limite, f(¢) = £. On obtient donc I'équation :
n—r—+0oo

el —1 el —1 ’ Y,
In 7 = < 7 = = let—e"+1=0 < g(¢)=0.

Absurde car g(x) # 0 pour x # 0 d'aprés la question 1.(b). On en déduit donc que .
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Probléme 2 Adapté d’Ecricome 2015, voie S

1.(a) i. On calcule P(1) et on obtient P(1) = 0 ainsi 1 est une racine de P.
ii. On cherche trois réels a, b et c tels que P(z) = (x — 1)(az® + bz +¢). On a :

(x — 1)(az® + bz + ¢) = ax® + ba? + cx — (az® + br +¢) = az® + (b—a)z® + (c —b)x — ¢
Identifions coefficients par coefficients avec ceux de P, on obtient :
a=2, b—a=-3, ¢c—b=0, —c=1.
On obtienta =2, c=—1etb= —1. On a alors :
P(z)=22°-32"+1=(z—1) (22° —2—-1).

iii. On peut factoriser le polynéme 222 — z — 1.

1 1
Les racines de 222 — z — 1 sont 1 et —3 de sorte que 222 —x — 1 =2(x — 1) <x + 5) Et donc

P(x) = 2(z — 1)* (x + %)

(b) La fonction sin est dérivable sur R et tan est dérivable sur I, donc f est dérivable sur I comme somme de fonctions
dérivables. Puisque x — x est dérivable sur R, la fonction u est dérivable sur I comme somme de fonctions dérivables
sur I. On a alors

! 2cosz —3cos?z+1 P
Vo eI, U/($)§<2COS$+ >1 cos” cosx+1  P(cosx)

cos? x 3cos? z 3cos?z

(c) Pour z € I, cos(z) €]0,1], et donc P(cos(z)) > 0. Par conséquent, u'(z) > 0 sur I, et donc u est .

(d) La fonction v est dérivable sur I comme somme et quotient de fonctions dérivables sur I, avec Va € I, 2+ cos(z) # 0.
On a alors pour tout x € I,

 3cos(x)(2 +cos(z)) +3 sin? ()
(2 + cos(x))?
(2 + cos(z))? — 6 cos(x) — 3cos*(z) — 3 (1 — cos®(z))
(2 + cos(x))?
_ 1—2cos(z) + cos?(x)
(2 4 cos(z))?

v'(x) =1

Si on pose Q(r) = #* — 2z + 1 € Ry[z], alors Y € I, 6’@) = '<—2Q+(CCO§$>>>2]'

(e) Ona Q(z) = (z —1)?, de sorte que V& € I, Q(cos(z)) > 0, car cos(x) # 1 puisque = # 0 sur 1.
Donc v’ est strictement positive sur I, et donc v est [strictement croissante sur I].

(f) Ona 1imO u(z) = 0, et u est croissante strictement sur I de sorte que
Tr—r

Veel, u(z)>0s flx)> .

De méme, v est strictement croissante sur I et lin}) v(x) = 0, de sorte que
T—

Veel, v(zr)>0<eg(z) <.

Ainsi, en associant les deux inégalités précédentes, on obtient :
(Vx el, glx)<z< f(z)]

2.(a) Ona

S

T T m T T L (T . (T V23 V2 V6
cos (f3) =eos (3 = §) =eos (T eos (§) +n (3)sn (§) = 55 + 55 =51
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o . \/— \/— X
Ainsi [cos (ﬁ) = # ’ De méme,
. ™ . ™ ™ ™ . (T \/_\/_
in () =i (D) - () o ) - 58

— 2
Ainsi (sin (%) = %J On en déduit que, en multipliant par la quantité conjuguée,

Ceos(F) VEHV2Z O (VEHVRIVE-VRD) B - vE 4

Ainsi [tan (%) —2- \/5]

(b) De la question 1.(f), on déduit que

tan(i)_sin(%) _V6-vE (VB VRIVE-VD) (VB VRE 8-aB L, e

soit

<

84+V6+v2 12

et donc, on obtient 'encadrement de 7 suivant :

V62
[36m<w<2\/62\/§+84\/§j

3(v6 - v2) 1<1<\/6\/§+2\/§>
3

3. (a) Pour tout réel 6, on a
cos(26) = cos(f + 0) = cos*(#) — sin*(f) = 1 — sin?(#) — sin?(A) = 1 — 2sin?(6).

On en déduit que pour tout entier naturel n,

o . ™ - . 7T o ) m o 2
anOS<3X2n> COS<2XW) =1-—2sin (W) 71*2(171_‘_1.

1-0b, i s
.M <
5 ais 0 3

. 2 _
Soit encore a; | = <

3
|

, de sorte que a,+1 = cos ( ) > 0 et donc

T
3 x2n

w

1—-2b,

Anp+4+1 =

[\]

De plus, on a a2, + b2, = cos’ (3 :2n) + sin? (3 ;271) =1 soit

Maisbn:sin( )>0car0<

T

3 x 2"

1+b,
2

anrl -

(b) En utilisant le résultat de la question 1.(f) avec z =

3 ;271 € I (d’aprés ce qu’on a dit en 3.(a)), on a, pour tout entier

I\3%x2n ) S 3x2n 3% 2n

naturel n,

soit
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(c) i

. - a
. Calculons maintenant la limite du terme 2" <2an + —n>

On remarque que pour t # 0,

sin(t)  sin(t) — sin(0)
t t—0 '

On reconnait le taux d'accroissement de la fonction sin en 0. Or la fonction sin est dérivable sur R donc en particulier

en 0 et

in(t
lim sin(t) _ sin’(0) = cos(0) = 1.
t—>0
in(t
Ainsi, | 1im S50 _ ¢ |
t—0 ¢
. On remarque que :
sin (3 Qn)
9><2"><sin( Fﬂ):wa e
3x2 3Ix2m
. T . sin(t) 3 L
Or lim =0 et lim ——= = 1 donc par composée de limites :
n—+oo 3 X 2™ t—0 t
' sin (—3;2”)
lim ———%=1.
notee g

On conclut par produit de limites que [hm 9 x 2" X sin ( il ) =37 ’
n—-+o0o 3 x 27

D'apreés ce qui précede, on a que :
lim 9 x 2" x a,, = 3.

n—-+o0o
. 7T . , ..
De plus, comme lim ——— =0 et lim cos(¢) = 1, on a par composée de limites :
n—+oo 3 X 2" t—0
lim b, =1.
n—-+oo

Ainsi  lim 2+ b, = 3. On en déduit par produit de limites que,

—+0o0

lim 9xon_tn_ 37
m = — = B
n—+o0 2+ by, 3 FJ

bn

. . . . 2m
Comme on sait que lim 9 x 2" X a,, = 3w, on en déduit que lim 2 x 2"a, = = X 37 = — et que
n—-+o0o n—-+o0o 9 3

. 1 T . . .
lim 2"a, = = x 3w = —. De plus, lim b, =1 donc par opérations sur les limites, on a :
n—+00 9 3 n——+00

on 2
lim 2"(2an+Z—n): lim 2 x 2% x a, 4 —2n 20

n—-+oo n n—+oo bn 3

On obtient bien donc que [ lim <2an + a_n> = a
n—-+oo bn
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