ECG1, mathématiques Corrigé du DM n°1 A rendre pour le 8 octobre 2024

Corrigé du DM n° 1

Exercice 1

1. Avec le changement d'indice [j = k + 1] dans la premiére somme, on trouve

n n n+1 n n n
S+1P =Y K="= K= S+ n+1)° =) K —1=(n+1)°-
k=1 k=1 j=2 k=1 j=2 k=2

Ainsi pour tout n € N*, Zk—i—l Zk5:(n+1)5—
k=1 k=1

- 2
. . 1
2. On rappelle a toutes fins utiles que E :k3 - (%) -
k=1

D’aprés la formule du bindme de Newton, pour tout k € N*,
(k+1)° = k5 + 5k* + 10k + 10k? + 5k + 1.

Donc, pour tout n € N*,

(K° + 5k* + 10k + 10k + 5k + 1) — Y K
k=1

M:

S+ 1) i
k=1 k=1

;ﬁ
Il
-

I
NIE

(k:5 + 5kt + 10k + 10k* 4+ 5k + 1 — k5) par linéarité de la somme

B
Il
—

I
M=

(5k* 4+ 10k® + 10k* + 5k + 1)

=~
Il
_

=55, + 102 k3 + 102 k2 + 52 k+ Z 1  par linéarité de la somme
= k
n?(n+1)2 nin+1)(2n+ 1) nn+1)
6 L

nn+1)(2n+1) nn+1)

n?(n +1)2
=58, +5 - ————+10- ; +5. gt

n(n+1)(15n(n+ 1) +10(2n + 1) + 15) .
6
n(n+ 1) (15n% + 35n + 25)

=55, + 5 +n.

=55, +10- +10-

+ n d’aprés les formules des sommes

=55, +

On obtient bien I'égalité voulue.

3. D’aprés les deux premiéres questions : Vn € N¥,

n(n+ 1) (15n% 4 35n + 25)

58, + 5

+n=(n+1)7°-1

Ainsi Vn € N*,
n(n+ 1) (15n% 4 35n + 25)

55, + G =(n+1)°—n—-1=Mn+1)7°~(n+1).
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On a donc en factorisant a droite par (n + 1) puis en développant la puissance 4 a I'aide du bindme de Newton :

n(n + 1) (15n% 4 35n + 25)
6

55, + =(n+1) ((n+1)*-1)
= (n+1) (n* +4n® + 6n* + 4n)
=n(n+1) (n®+4n® + 6n+4).

Ainsi : Vn € N*¥,

g — n(n+1) (n®+4n®> +6n+4) n(n+1) (1502 4+ 350 +25)  n(n+1) (6n° +9n> +n—1)
" 5 - 30 B 30 '

On a donc montré que pour tout n € N*, | S, =

n(n+1) (6n® +9n® +n — I)J
30 -

Exercice 2

1. Pour tout réels a et b, ona: (a — b)2 > 0 soit en développant :
a? +b%> —2ab>0 cequiéquivaut a a4 b> > 2ab.
2. Soient a, b et c trois réels, on montre de la méme maniére que :
>+ >2c et P+ =20 et a®+b% > 2ab.
En additionnant ces trois inégalités, on obtient :
2a® + 2b% + 2¢ > 2ab + 2bc + 2ac.
Il ne reste plus qu'a diviser par 2 pour obtenir le résultat voulu :
a’® + b2+ 2 > ab+ be + ac.
3. On remarque pour tout réels positifs, a, b et ¢, on a :
(a—1)>=20 et (b—1220 et (c—1)*>0
soit en développant et regroupant des terme :
a®>+1>2a et b*+1>2b et *+12>2

Remarquons alors que :
8abc = 2a x 2b x 2¢

Comme les réels sont positifs, on peut majorer chacun des termes avec les inégalités ci-dessus et on obtient :

8abe < (a? + 1)(b* +1)(c* + 1).

Exercice 3
1. D'une part
> = = L0
E=U = ————= = =
p (1+vD)
D’autre part
V1 V11 1 1
1— =1- =1--="_.
! 1+v1 2 2
[T+ Vi
i=1

Ainsi 'égalité (xx) est vraie pour n = 1.
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2. Pour tout entier n > 1, posons la propriété P(n) : « Zuk =1- \/_ ».
H(l + Vi)
i=1
Initialisation D’aprés la question 1., la proposition P(1) est vraie.

Héreédité : Soit n € N*. Supposons que P(n) est vraie et montrons que P(n + 1) est vraie. On a :

n+1

n
E Up = E Uk + Up+1
k=1 k=1
vnl!

=1— ————— +up41 par hypothése de récurrence
[T+
i=1
V! V!
n + n+1
[Ta+va)  Jla+vi
=1 i=1

Va4V D Vn!

= en mettant les fractions au méme dénominateur
n+1 n+1

H(1+\/E) H(1+\/z_')
\F V(1 + T T)
n+1
[Ta+ Vi)

Val

n+1

[T+
7n!(n+ 1)
n+1

[T+ Vi)
N (n+1)!
n+1

[T+ Vi)

i=1

—1-

—1-

=1-

Ainsi P(n + 1) est vraie.
Conclusion pour tout n > 1, P(n) est vraie.

3. (a) Soit un entier k > 2. Par définition de uy, on a :

1+ VE)u, = (1+VEk) - (k= 1) \/ \/kkjll\/(k_Q)! —VE =1 up_1.
H(1+\f) H(1+\f) [Ta+vi

Remarque : comme k& > 2 alors k — 1 > 1 et donc ug_ est bien défini.

(b) Soit un entier n > 2. Sommons la relation (A) pour k allant de 2 3 n. On obtient alors

n n n—1
ZUkJrZ\/EkaZ\/; Uj
k=2 k=2 j=1
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On obtient donc

n

n n—1
Zukzz\/E-uj—Z\/E-uk:\/I-ul—\/ﬁ-un:ul—\/ﬁ-un.
k=2 j=1 k=2

Ainsi
Zuk:ulJrzuk:Qulf\/ﬁ.un:Qx%i\/ﬁnx\/(nfl)!:17 _ Vn! '
= k=2 [T+ [Ta+vi

(c) On montré que, pour tout entier n > 2, la relation (*) était vraie. Comme elle est vraie aussi pour n = 1 d'apreés la
premiére question, alors elle est vraie pour tout entier n € N*,

Exercice 4
1. (a) La relation (x) est vraie pour tout n € N*, appliquons donc |13 pour n =1, on obtient | f(2) = 2|

Par ailleurs, la fonction f est supposée strictement croissante. Donc f(0) < f(1) < f(2). Or, f(0) et f(1) sont dans N
et il n'y a que deux valeurs strictement inférieures 3 2 . On en déduit que (f(()) =0et f(1)=1|

(b) De méme en appliquant la relation (x) & n =2, on a | f(4) =4/ Or, la fonction f étant strictement croissante, on a
f(2) < f(38) < f(4) d'ou 2 < f(3) < 4. f(3) est un entier et il y a un unique entier compris strictement entre 2 et 4 ,
d'ou | f(3) =3]|.

(c) On montre de méme que m puis que [f(S) =5,f(6)=6et f(7) = 7].

(d) On conjecture que pour tout n € N, m

2. (a) Soit n € N. Montrons par récurrence sur k € N que la propriété P(k) : « f(n+k) = f(n) + k » est vraie.
Initialisation (kK =0) f(n+0)= f(n) > f(n)+ 0 donc P(0) est vraie.
Hérédité Soit k € N. Supposons P(k) vraie et montrons que P(k + 1) est vraie.

La fonction f étant strictement croissante et a valeurs dans N, f(n+ k+ 1) > f(n+ k) + 1. Or par hypothése de
récurrence, f(n+ k) > f(n)+ k. Dot f(n+k+1) > f(n)+k+1etainsi P(k+ 1) est vraie.

Conclusion La propriété est initialisée au rang 0 et héréditaire a partir de ce rang donc vraie a tout rang. On a donc

V(n,k) €N? f(n+k)>f(n)+k

(b) Soit (n,k) € N? avec k& < n. D'aprés la question précédente appliquée a n — k et k deux entiers positifs, on a
Fn—k+k) > fn—k) +kdou(f(n)— k> f(n—k))

3. Soit (p, k) € N? tels que 2P < k < 2PT1. Sip =0, alors, le résultat est déja démontré a la question 1.a.
Supposons p > 1. Ona k=27 + k — 2P avec 2P € N et k — 2”7 € N. D’aprés la question 2.(a), on a alors

fR) = F(2°) +k—2°

d'ou f(k) = k car f(2P) = 2P d'apres la relation (x).
On a également k = 271 — (2PF! — k) avec 2P et 2P7! — k deux entiers. D'aprés la question 2.(b), il vient

[P — (2P — k) = f(k).
Or, d’aprés la relation (%), f (2p+1) =2t D'ou, f(k) <k.

On en déduit que | f(k) =k |.

4. Soit k € N. Soit p € N. On a par croissance de la fonction In

2? < k<= pln(2) < In(k).

O
®
o
[N
Ne)
=3
<
o
c
—+
=
5
v,
Q)
i
N

Ink
P<£—2<p+1 dou pIn(2) <Ink< (p+1)In(2) puis 2P <k < 2P

En appliquant la question 3, il vient f(k) = k. On conclut
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(VkeN  f(k) =k}

On a donc montré que si f était solution du probléme alors pour tout £ € N, f(k) = k. Réciproquement, la fonction
f(k) = k pour tout k € N vérifie bien la relation ().
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