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Corrigé du DM n° 11

Exercice 1

1. Un exemple -
(a) Soit A € R et soient X = (z,9,2) e R® et X' = (2/,9/,2') € R ona:
FOX +X7) = f(Ma,y, 2) + (2,9, )
=fx+2  y+y, Az +2)
=M+ +dy+y —20z+ ) e+ +hy+y 20+ ), e+ 2+ y+y — 2002+ 7))
=Nz +y—22)+2" +y -2 No+y—22)+2 +y -2 Mo +y—22)+2" +y —22)
=M (z,y,2) + f(a',y',2)
L'application f est donc bien .
(b) Soit (2,y,2) € R®. On a
foflmy,2)=f(f(z,y,2))
=flz+y—2z,24+y—2z,x+y—2z2)
=(@x+y—2z4+ac+y—22—2(x+y—2z2),%,%)
= (0,0,0).

Cela signifie que f o f est [I'endomorphisme nul de Rﬂ.

(c) Soit (z,y,2) € R3. Alors (2,7, 2) € Ker(f) <= x +y — 22 = 0 <= x = —y + 2z. Ainsi on trouve
Ker(f) = {(-y +22,9,2) | (y,2) € R*} = Vect((~1,1,0),(2,0,1)).

La famille (—1,1,0),(2,0,1) est génératrice de Ker(f) par définition et libre car composée de deux vecteurs non-

colinéaires. Ainsi c'est une | base de Ker(f)|.

Comme la famille (1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)) est une famille génératrice de R?, on en déduit que

Im(f) = Vect(f(1,0,0), f(0,1,0), f(0,0,1))
= Vect((1,1,1), (1,1,1), (2, -2, —2))
= Vect((1,1,1)).

La famille ((1,1,1)) est génératrice de Im(f) par définition et libre car composée d'un seul vecteur, qui est non-nul.

Donc c'est une | base de Im(f) |.

(d) Ona (1,1,1) = (-1,1,0)+(2,0,1). Ainsi (1,1,1) € Ker(f) et donc Vect(1,1,1) C Ker(f) car le noyau est un espace
vectoriel. On a bien : Im(f) C Ker(f).
Remarque : On aurait aussi pu calculer f(1,1, 1) et vérifier que cela faisait bien Ogs pour montrer que (1,1, 1) € Ker(f).
(e) D’aprés la question 1.(c), on voit que dim(Ker(f)) = 2. De plus la famille ((3,2,1)) est génératrice de Vect((3,2,1))
et libre car composée d'un unique vecteur, qui est non-nul. Donc cette famille est une base de Vect((3,2,1)). Ainsi
dim(Vect((3,2,1))) = 1. On obtient donc

dim(Vect((3,2,1))) + dim(Ker(f)) = 1 + 2 = 3 = dim (R?)

N Ker(f), alors il existe A € R tel que v = A(3,2,1) = (3X,2\, ). De plus, u € Ker(f) donc
,A) =(0,0,0) i.e. (BA4+2X —2X\,3A + 2X — 2,30 + 2\ — 2)) = (0,0,0). On en déduit que
,0,0). Ainsi on a montré que

Vect((3,2,1)) nKer(f) = {(0,0,0)}

Soit u € Vect((3,2,
/3

f(u) = Ogs soit f

1))n
A2
3A =0 puis que u = (0

Ainsi on a bien [Vect((?), 2,1)) @ Ker(f) = ]Rg]
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2. Un premier résultat -
(a) Soit x € Im(f). Alors il existe a € E tel que z = f(a). Ainsi

f(x) = f(f(a)) = fo f(a) =0(a) =0p.

Donc x € Ker(f). On a ainsi montré que | Im(f) C Ker(f) |.

(b) Comme f n'est pas I'endomorphisme nul, on a Im(f) # {Og} et donc dim(Im(f)) > 1. De plus d'aprés ce qui précede
et le théoréme du rang

dim(Im(f)) < dim(ker(f)) = 3 — dim(Im(f)) ie. 2dim(Im(f)) < 3.

On en déduit que

Ainsi on a bien | dim(Im(f)) =1

(c) Comme z € Im(f) on en déduit que Vect(z) C Im(f) (car Im(f) est un espace vectoriel). De plus, comme z est un
vecteur non-nul, on a dim(Vect(z)) = 1 = dim(Im(f)). Ainsi [Vect(x) = Im(f).]

(d) Comme f(a) # O alors a # O et donc dim(Vect(a)) = 1. De plus d’aprés le théoréme du rang

1 < dim(Im(f)) <

N W

dim(Ker(f)) =3 — dim(Im(f)) =3 —-2=1.

Ainsi on en déduit que

dim(Vect(a)) + dim(Ker(f)) =1+ 2 =3 = dim(F)
Soit y € Vect(a) N Ker(f). Alors il existe A € R tel que y = Aa. De plus, y € Ker(f) donc f(y) = O0g. Or
fly) = f(Aa) = Af(a) = Az. On en déduit que Az = 0. Comme z # Op alors A = 0 et donc y = Og. On a ainsi

montré que
Vect(a) NKer(f) = {0g}

On a donc bien {Vect(a) ® Ker(f) = EJ

3. Un deuxiéme résultat -

(a) Pour les mémes raisons qu'a la question précédente on a Im(f) C Ker(f) et dim(Im(f)) > 1. Ainsi d'aprés ce qui
précede et le théoréme du rang

dim(Im(f)) < dim(Ker(f)) = 4 — dim(Im(f))
On en déduit que
1 < dim(Im(f)) < 2ie  dim(Im(f)) € {1,2}.
(b) On a toujours Im(f) C Ker(f). Par ailleurs, d"aprés le théoréme du rang
dim(ker(f)) = 4 — dim(Im(f)) =4 — 2 = 2 = dim(Im(f)).

Ainsi on a montré que |Im(f) = Ker(f) |

(c) Montrons que la famille (ay, as, 1, 22) est libre. Soit (A1, Ao, i1, pt2) € R* tel que
Aar + Agag + piz1 + peze = 0p.
En appliquant f on obtient
J(0r) = f(A1a1 + Xaag + p1xy + poxo)
= Auf (a1) + Ao f (a2) + pa f (1) + pa f (22)
=M1+ Aaxz + pa f (f (a1)) + paf (f (a2))
= A171 + A2T2

On obtient donc A1x1 +Aaza = 0. Comme la famille (21, 22) est une base de Im(f), elle est libre et donc A; = A2 = 0.
En injectant cela dans (x), on obtient uy 21 4 poxe = Og, ce qui nous donne pour les mémes raisons que précédemment

w1 = pe = 0. Ainsi la famille (a1, a2, x1, z2) est libre. De plus elle a 4 = dim(E) éléments. C'est donc une .

(d) Comme la famille (a1,a2) est une sous-famille de (a1, a2, 1, 22), elle est libre. C'est donc une base de Vect (a1, as).
De plus (1, x2) est une base de Im(f) et Im(f) = Ker(f). Donc (z1, 22) est une base de Ker(f). En concaténant ces

deux bases, on a obtenu une base de E (d'aprés la question précédente) donc on a bien [Vect (a1,a2) ® Ker(f) = E]
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Exercice 2 Les polynémes de Lagrange
1. Ona:
Plzzrfag r—ag (x — a2)(x — as)
a1 — a2 ap —as (a1 - az)(éh - a3)
p— o0 Toas (x —a1)(z — a3)
as—a; az—asz (a2 —ai)(az — as)
szzrfal T—ay (x —a1)(x — asz)
asz — aq az — ag (a3 —al)(a3 —ag)

2. (a) Soit i € [1,n], en utilisant les propriétés du degré, on obtient :

deg(Pi) = Z deg<axl_(;l;) Z l=n-1.

1<k<n 1<k<n
k#i ki

On en déduit que chaque polynéme P; posséde au plus n — 1 racines. On détermine les racines des P; grice a leur
expression qui nous est donnée sous forme factorisée.
Pour i € [1,n], les racines de P; sont les réels a; avec j € [1,n]\ {i}. En effet, pour tout j € [1,n]\ {3}, Pi(a;) = 0.
Ainsi P; a pour racines a1, as, . an. Ces n — 1 réels sont bien toutes les racines de P; car il en a, au
plus, n — 1.

(b) Soit i € [1,n] et soit j € [1,n] \ {i} alors P;(a;) = 0.
Pour j =14, 0ona:

s Qi—1, Ai4 1y -y

3.(a) Soit k € [1,n], on a:

Q(ax) = > P(a;)Pi(ar) = Plax)Pe(ar) + Y P(ai)Pi(ax) = Plar) x 1+ > P(a;) x 0 = P(ay).
i=1 1<i<n 1<i<n
i#k i7k
(b) Posons le polynéme R = P — @, le polynéme R est au plus de degré n — 1. De plus, d’aprés la question précédente,
pour tout k € [1,n], R(ar) = P(ar) — Q(ax) = 0. Ainsi le polyndme R posséde n racines, comme il est de degré

inférieur ou égal a n — 1, c’est le polynéme nul donc .

4. Lafamille (Py, Pa,. .., P,) est génératrice de R,,_1[z]. En effet, on a montré a la question 3. que tout polynéme P € R,,_1[z]
s'écrivait :
n

P:E:HWB

i=1
Ainsi P € Vect(P,...,P,).
De plus, Card((Py, ..., Py)) =n et dim(R,_;[z]) = n donc cette famille est en fait une | base de R,,_;[z] |

Les coordonnées de P dans cette base sont [(P(al), cee P(an))].

Probléme 1

1. (a) On commence par remarquer que f est bien une application qui va de R* dans R*. Montrons qu'elle est linéaire. Soient
X1 = (x1,y1,21,t1) € R et Xo = (22,2, 22, 12) € R?, soit A € R,
FOX1 4+ X2) = f(Az1 + 22, Ay1 + y2, A\z1 + 22, My + t2)
= (Az1 + 22 + A\y1 + Y2, Az1 + 22 — (Mg + t2),2(Ax1 + 22) + 2(Ay1 + y2) — (Az1 + 22) + Mg + to,
ATy 4+ T2 + Ay1 + Y2 + A2y + 22 — (M1 + 12))
=Mz14+y1,21 —t1,221 + 21 — 21 + t1, 21+ y1 + 21 — t1)
+ (z2 + Y2, 22 — t2, 212 + 2y2 — 20 +t2, 22 + Y2 + 22 — t2)
=AM (X1) + f(X2).

Ainsi f est linéaire et il s'agit bien d'un [endomorphisme de Rﬂ.
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(b)

Soit X = (z,y, 2,t) € Ker(f), on a f(X) = 0 soit le systeme :

r + oy = 0
z — t =0

2 + 2y — z 4+ t = 0
x + v + z — t =0

On échelonne ce systéme a I'aide du pivot de Gauss : L3 < L3 —2L; et Ly < L4 — L1, on obtient :

T + 0y = 0
z — t =0
-z + t =0
z — t =0
Le systéme se réduit donc a deux équations x +y =0et 2 —t =0 soit x = —y et 2 =1¢. On a donc :

Ker(f) = {(-v,y,2,2) | (y,2) € R?} = Vect ((—1,1,0,0),(0,0,1,1)).

La famille ((—1,1,0,0),(0,0,1,1)) est donc une famille génératrice de Ker(f). Comme elle est constituée de deux
vecteurs colinéaires, elle est libre et elle constitue donc une | base de Ker(f) |.

Nous avons déterminé une base de Ker(f) qui est de cardinal 2 donc dim(Ker(f)) = 2, ainsi d'aprés le théoréeme du
rang :
rg(f) = dim(R*) — dim(Ker(f)) =4 — 2 = 2.

Soit (e1,...,eq) la base canonique de R*, on a :
Im(f) = VeCt(f(el)a ) f(e4))a
Im(f) = Veet((1,0,2,1), (0,1,—1,1))

La famille ((1,0,2,1),(0,1,—1,1)) est donc une famille génératrice de Im(f). Comme elle est de cardinal 2, c’est une
base de Im(f) |

D’apres le théoréme du rang, on sait que :
dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(R?).

Il reste donc & montrer que Ker(f) NIm(f) = {0} pour avoir que Ker(f) ® Im(f) = R*.
Soit X € Ker(f) NIm(f) alors il existe (a,b) € R? et (c,d) € R? tels que :

X =a(-1,1,0,0)+b(0,0,1,1) et X =¢(1,0,2,1)+d(0,1,—1,1)

soit
(—a,a,b,b) = (¢,d,2¢c — d,c+ d)

Par identification, on obtient :
a=—-ca=db=2c—d=3c,b=c+d=0

On obtient alors a =b=c=d =0 et donc [Ker(f) NIm(f) = {0}]

Commengons par montrer que Ker(f) NTm(f?) = {0}. Soit € Ker(f) NIm(f*) alors en particulier x € Im(f?) donc
il existe z € F tel que x = f3(2). Or z € Ker(f) donc f(z) = 0 soit f*(z) = 0. Comme on sait que f + f* =0, on
en déduit que f(z) = —f*(z) = 0. Cela implique, en appliquant deux fois f et parce que f(0) =0, que f3(z) = 0 soit

x = 0. Ainsi on a [Ker(f) NIm(f3) = {O}]

Montrons ensuite que R* = Ker(f) 4+ Im(f*). On sait déja que Ker(f) 4+ Im(f?) c R%.
Montrons alors I'inclusion réciproque. Soit z € R*, on cherche (1, x3) € Ker(f) x Im(f?) tel que = = x1 + 5.

Analyse : C'est a nous de "deviner" les expressions de 1 et 5. On peut remarquer que f + f* = 0 implique que pour
tout z € E, f(2) + f*(z) = 0. Cela équivaut a f(z + f3(z)) = 0 soit 2z + f3(2) € Ker(f). Ainsi un élément qui s'écrit
2+ f3(2) est dans Ker(f). Cela nous donne I'idée de poser 21 = x + f3(x). Pour 2, on n'a plus le choix et on pose

o =x—x1 =—f(z) = f*(—a).

Synthése : Posons = = x+ f3(z)+ f3(—x). On a clairement f3(—z) € Tm(f?), de plus f(z+f3(z)) = f(z)+f*(z) =0
donc = + f3(x) € Ker(f). On a bien écrit 2 = z; + x2 avec (21, 22) € Ker(f) x Im(f?).

On en conclut qu'on a R* € Ker(f) + Im(f?). Ainsi [IR4 = Ker(f) + Im(f? ]

Lycée Charles de Gaulle, Caen 4/d (© M. Fontaine



ECG1, mathématiques Corrigé DM n° 11 Avril 2026

(b)

On a Im(f3) C Im(f). En effet, soit y € Im(f>) alors il existe 2 € E tel que y = f3(z). On peut écrire que

y = f(f*(2)) € Im(f) d’ot I'inclusion | Im(f?) C Im(f)|.

De plus, d'aprés la question précédente dim(Im(f?)) = dim(R?*) — dim(Ker(f)). Or d'aprés le théoréme du rang,
dim(R") — dim(Ker(f)) = dim(Im(f)). Ainsi {dim(Im (/%)) = dim(Im(f))

L'inclusion précédente et I'égalité des dimensions nous permet de conclure que [Im(f?) = Im(f)|.

Pour commencer, on remarque que grace au théoréme du rang, on a : [dim(E) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f))].

Il reste @ montrer que E = Ker(f) + Im(f). On a déja Ker(f) + Im(f) C E. Il reste a8 montrer l'inclusion réciproque.
Soit z € E, on cherche (z1,22) € Ker(f) x Im(f) tel que x = 21 + z2.

Analyse C'est a nous de "deviner" les expressions de z; et z5. On peut remarquer que > +4f?+3f = 0 implique que
pourtout z € E, f3(2)+4f%(2)+3f(2) = 0. Cela équivaut a f(f?(2)+4f(2)+32) = 0 soit f?(2)+4f(2)+32 € Ker(f).
Ainsi un élément qui s'écrit f2(z) + 4f(z) + 3z est dans Ker(f).

_ @) +4f(2) + 3

Cela nous donne I'idée de poser x:1 = 3
2 4 2 4
Pour 2, on n'a plus le choix et on pose z9 = x — 21 = x — f(@) +4f(x) + 3z = ! (z) + f(x)

3 3
fHa) +4f(z) + 32 N ( f ) + 4f($))_

Synthése Posons x =

3 3
On a, d'une part, —w =f (—W) € Im(f).
D'autre part, on a : ,

f?(x) +4f(x) + 3z
3

On a bien montré l'inclusion E C Ker(f) +Im(f). On a donc I'égalité [E = Ker(f) + Im(f)].

Commencons par montrer que Ker(f +Idg) NKer(f + 3Idg) = {0}. Soit « € Ker(f +Idg) NKer(f + 3Idg) alors en
particulier x € Ker(f 4+ Idg) soit (f + Idg)(x) = 0 soit f(x) = —x. De la méme maniére, = € Ker(f + 3Idg) signifie
f(z) = —3z. On a donc —x = —3x soit = 0. Ainsi [Ker(f +Idg) NKer(f + 3ldg) = {0}] et la somme est donc
directe.

Ainsi

€ Ker(f).

Montrons ensuite que Im(f) = Ker(f + Idg) + Ker(f + 3Idg). Raisonnons pour cela par double inclusion :

D Ker(f +1Idg) C Im(f). En effet, soit z € Ker(f +Idg) alors f(x) = —z soit x = — f(x) = f(—z) € Im(f).
De la méme fagon, on a Ker(f + 3Idg) C Im(f). En effet, soit z € Ker(f + 3Idg) alors f(x) = —3z soit

v =2 1(@) = f(~32) € ().
Ainsi (Ker(f +1dp) + Ker(f + 31dp) C Im(f)}

C Montrons que Im(f) C Ker(f + Idg) 4+ Ker(f + 3Idg). Soit « € Im(f), on cherche (z1,23) € Ker(f + Idg) x
Ker(f + 31dg) tel que x = 21 + 22.

Analyse Encore une fois, & nous de deviner 21 et 2. On doit avoir & = x1 + x3 donc f(z) = f(x1) + f(z2). Or
on veut z1 € Ker(f +Idg) donc f(z1) = —x1 et de méme on veut z2 € Ker(f + 3Idg) donc f(z2) = —3x2. On
obtient donc le systéme :

1 + X = x
—x1 — 3zy = f(x)
On résout le systéme et on obtient nos candidats pour x; et x5 :
3 oy
P L e A AC)}
2 2
3 —x — . 3
Synthése On pose z = v +2f($) + v 2f(ac)_ Il reste a vérifier que x1 = %f(x) € Ker(f 4+ Idg) et que
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Ty = —x—ff(x) € Ker(f + 3Idg). On a, d'une part :

Fle) = 3G+ 1) = 5 (3@ + ()

Or z € Im(f) donc il existe z € E tel que z = f(z), ainsi on obtient avec la relation f2 +4f% +3f =0 :

Fler) = § (3F2C) + F(2) = & (32(2) — 4£2(2) ~ 3(2) = & (-£2(2) 8 (2)) = 2D )
On a obtenu f(z1) = —x1 donc a1 € Ker(f + Idg).
On a, d'autre part :
fle) = 50+ f(2) = —5 (/@) + ()
Or z € Im(f) donc il existe z € E tel que 2 = f(z), ainsi on obtient avec la relation f* +4f* +3f=0:
Fles) = —2 (£P(2) + F(2) = 2 (22) — 42() ~ 3(2) = & (-3£(2) —87(2)) = 22O _ g,

On a obtenu f(z2) = —3x2 donc z9 € Ker(f 4 31dg).

En conclusion (Im(f) C Ker(f + Idp) + Ker(f + 3Idp))

Les deux inclusions nous permettent d'affirmer que (Im(f) = Ker(f + Idg) + Ker(f + 3IdE)]. Comme on a également

montré que la somme était directe, on peut conclure que (Im(f) = Ker(f +Idg) ® Ker(f + 3IdE)].

4. (a) On sait que dim(F) = n et que Im(f) C E donc rg(f) < n. De plus, f n'est pas I'endomorphisme nul donc rg(f) > 0.
Comme f n'est pas bijectif, rg(f) # n car sinon f serait surjectif et donc bijectif car les deux sont équivalents en

dimension finie. Ainsi [rg(f) el,n— 1]]]

(b) Im(f) est un espace vectoriel de dimension r, il existe donc une base de Im(f) de cardinal r, on la note (eq,...,e;.).
D’aprés le théoréme du rang dim(Ker(f)) = dim(E) —rg(f) = n —r donc Ker(f) est un espace vectoriel de dimension
n — r, il existe donc une base de Ker(f) de cardinal n —r, on la note (a1,...,an—y).

(c) Pour tout i € [1,r], e; € Im(f) donc il existe b; € F tel que e; = f(b;).
(d) Montrons que la famille (a1, ..., an—r,b1,...,b,) est une famille libre de E. Soit (A1, ..., An—r) E R et (u1,...,41r) €

R" tels que :
Z Aia; + Z,Ujbj =0.
i=1 j=1

Appliquons f a cette égalité, par linéarité de f, on obtient :
n—r T
D oNif(a) + > nifby) =0,
i=1 j=1
or pour tout ¢ € [1,n — 1], f(a;) =0 (car vecteurs du noyau) et pour tout j € [1,7], f(b;) = e;, on obtient donc :

T
Z Hi€; = 0.
j=1

Comme la famille (eq,...,e,) est une base de Im(f), elle est libre et donc 13 = po = ... = u, = 0. Il ne nous reste
donc que :
n—r
Z )\Z—ai =0
=1
De méme, la famille (a1, ...,a,—,) est une base de Ker(f), elle est libre et donc Ay = XAo = ... = A\, = 0.
On en déduit donc que la famille (ai,...,ap—r,b1,...,b;.) est libre dans E. De plus, elle est de cardinal n —r +r =

n = dim(FE), on en conclut que c'est une .
(e) On cherche un sous-espace vectoriel de E tel que E = Ker(f) & F. Posons

F = Vect(b1,...,b).

La famille (b1,...,b,) est une base de F'. Sa juxtaposition avec la base (ay,...,a,—) de Ker(f) donne une base de E

(d'apres la question précédente) donc F' est un [supplémentaire de Ker(f) dans E]
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