ECG1, mathématiques Corrigé du CB n°2 Mai 2026

Corrigé CB n°2

Exercice 1 Piste bleue

1. Commengons par vérifier que ®(P) € R, [z]. Soit P € R,,[z] : deg(P) < n, alors
deg (3zP') =1+deg(P)<1+(n—1)=n

et de méme,

deg ((z* — 1) P") =2+ deg (P") < n,
donc par somme, deg(®(P)) < n et |®(P) € R,[x]|
Montrons que ® est une application linéaire. Soit (P, Q) € R, [z]* et A € R. Alors

PAP +Q) =32(AP+ Q) + (2* — 1) AP + Q)"

=3z (AP + Q)+ (2* — 1) (A\P" + Q") par linéarité de la dérivation
— \B(P) + B(Q).

On conclut donc que ® est bien un [endomorphisme de R, [:z:]]

2. En posant
e P(x)=2", P =0=P" dou ® (xo) =0;
e P(z) =z, donc P'(z) =1et P’(z) =0dou ®(2') (z) =3z x 1+ 0= 3uz.
e Soit k > 2, si P(z) = z¥ alors P'(z) = ka*~1, P"(z) = k(k — 1)2*=2 donc

(%) = 3z x ka1 + (2% — Dk(k — D)a"2 = 3ka® + k(k — 1)2" — k(k — )22 = k(k 4+ 2)2" — k(k — 1)2* 2.

On remarque de ®(z¥) est un polynéme de degré k car k(k +2) # 0.

3. Comme (2%, 2!, ... 2™) est la base canonique de R,,[z] ,
) ) ) q

Im(®) = Vect (® (2°),® (z'),...,® (z")) = Vect (0,3z,...,n(n+2)z" —n(n — 1)z"?) .

On enléve le 0, il reste une famille de polynémes non-nuls génératrice de Tm(®). Il reste 3 montrer qu’elle est libre.
D'apres la question 2., on a : deg(P;) = ¢ pour tout i € [1,n]. La famille est échelonnée en degré donc libre. donc c'est

une | base de Im(®) |.

4. Posons P:x+ ax’ +br+ce Ry[z]. Alors pour tout z € R,

®(P)(z) = 3z(2az + b) + (2° — 1) (2a) = 8az® + 3bx — 2a.

8a=0
Alors par identification des coefficients P € Ker(®) < ¢ 3b=0 << a=b=0« P:x~ c. Finalement,
—2a=0

Ker(®) = {P(z) = ¢,c € R} = Vect (2).

La famille (2°) est de plus libre (un seul vecteur non nul), donc est [une base de Ker(@)].
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Exercice 2 Piste bleue

1. (a)

Puisque I et J sont des éléments de M3 (R), toute combinaison linéaire de I et J reste dans M3(R) (car c'est un
espace vectoriel) donc f est une bien application de M3 (R) dans lui-méme.

!/ /
Montrons qu'elle est linéaire. Soient (M, N) € My (R)? telles que M = ( Z 2 ) et N = < @

Y 2,>et)\€]R.On

da+a de+c

aalors)\M+N<)\b+b, A 4 d

> et donc

da+ad +Xd+d )\b—l—b'—i-)\c—i—c’J

FOM + N) = > I+ .
a+d b+c a +d v+
)\( 5 + 5 J)+( 2 + B J)

= M (M) + J(N).

En conclusion, f est un [endomorphisme de MQ(R)].

La famille (E1 1, E1,2, F21, B2 2) étant la base canonique de M3(R), on a:
Im(®) = Vect(f(E1,1), f(E12), f(Ea1), f(E22)).
1 1 1 1 .
Orona f(El,l) = §I7f(E172) = §J,f(E2,1) = §J et f(E272) = 5[ Ainsi,

1

1 1 1 1.1
Im(f) = Vect (5], §J, §J, 5]) = Vect (5], §J> = \/eCt(I7 J)

La famille (I, J) est donc génératrice de Im(f). Elle est composée de deux vecteurs non colinéaires donc elle est libre.

En conclusion, la famille (I, J) est une | base de Im(f) |.

SoitM:(a C).Ona

b d
a+d b+c
2 9 (00 a+d=0 a=—d [ —d —c
MeKe(f)e | pfe ofd (0 0>®{b+c:0 SN ey M=
2 2

& M =dU + ¢V < M € Vect(U,V)

ot l'onanote U = 701 (1) etV = (1) I)l ) Nous venons donc de montrer que Ker(f) = Vect(U, V) et donc

que (U, V) est génératrice de Ker(f).
De plus, d'aprés le théoréme du rang :

dim(Ker(f)) = dim(M3(R)) —rg(f) =4—-2=2.

La famille génératrice (U, V') étant de cardinal 2, c'est une | base de Ker(f) |

Raisonnons par double implication.
(=) Supposons que f(M) = M. Alors, pas définition, M € Im(f) (elle admet bien un antécédent par f : elle-méme).

(<) Supposons que M € Im(f). Par la question 1(b), on sait qu’il existe « et § deux réels tels que M = ol + §J. |l
vient alors, par linéarité de f,

FOM) = af (1) + Bf(J) = ol + . = M
Donc f(M) =M.
En conclusion, on a bien montré que [f(M) =M Me Im(f).]

Montrons que cette famille est une base. Comme cette famille est de cardinal 4 et que dim(Msy(R) = 4, il suffit de
montrer que c'est une famille libre. Soit (A1, A2, A3, \s) € R* tel que :

MA+ B+ A3l + M J =02
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Or,
A0 0 A As 0 0 M) (0 0
(0 —)\1)+<—)\2 o)+<o )\3>+<)\40)<0 o)

est équivalent a

A1+ A3=0
—A1+XA3=0
A+ =0
X+ A =0

En faisant Ly + Lo, on obtient A3 = 0 puis A\; = 0, en faisant L3 + L3, on obtient Ay = 0 puis Ay = 0. La famille est
donc bien libre.

En conclusion, la famille (A4, B, I, J) est une | base de M3(R) |

(b) f est une application linéaire donc g en est également une par composition. Ainsi, f et g sont égales si et seulement si

elles coincident sur une base. Prenons la base (A, B, I, J).
On remarque d'abord que A et B sont dans Ker(f) car A= —U et B = —V (question 1(c)). Ainsi,

F(4) = F(F(A)) = g(A) = 0 et £(B) = F(£(B)) = g(B) = 0 (car g étant linéaire, g(0) = 0).
Ensuite, on a déja remarqué que I et J que f(I) =1 et f(J) = J (question 1 (d)), donc
FI) =1=f(fD) =g() et f(J) =T = f(f(J)) = g(]).

Nous venons de montrer que f et g coincident sur la base (A, B, I,J).

En conclusion, les applications linéaires f et g | sont égales |.

Exercice 3 Piste bleue

1. On a la fonction suivante :

def somme(n):
S=0
for k in range(1,n+1):
S=S+np.log (k)
return S

Gl W=

2. (a) La fonction In est croissante sur R . Ainsi pour k € N* et pour tout t € [k, k+ 1], on a:
In(k) < In(t) < In(k + 1),

On en déduit par croissance de I'intégrale (comme k < k + 1) que :

k+1 k+1 k+1
/ In(k)dt < / In(t)dt < / In(k + 1)dt
k k k

or k+1 k+1
/ In(k)dt = In(k)(k + 1 — k) = In(k) et / In(k + 1)dt = In(k + 1)(k + 1 — k) = In(k + 1).
k k

On en déduit I'inégalité voulue :

k+1
In(k) < / In(t)dt < In(k +1)
k

(b) Soit un entier n > 2, sommons |'inégalité précédente pour k variantde 1 an—1, 0on a:

n—1 n—1 ,k+1 n—1
> In(k) <Y / In(t)dt <Y In(k+1)
k=1 k=1"k k=1

oron a:

n—1
o > In(k)=Sn 1.
k=1
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n—1 n
e En effectuant le changement d’indice j = k + 1, Z In(k+1) = Zln(j) =S, carIn(1) = 0.
k=1 j=2

k+1

n—1 n
e D’apres la relation de Chasles, Z/ In(t)dt :/ In(t)dt.
k=1"k 1

On obtient alors I'inégalité voulue paur un entiern > 2 :
Sn_1 < /" In(t)dt < S,
1
(c) De I'inégalité précédente, on obtient directement une minoration de S,, pour n > 2,
/" In(t)dt < S,.
1

On peut également en déduire une majoration de .S,,, en effet pour tout entier n > 2, on a :

Sn—1 < /” In(t)dt

1
donc pour tout entier n > 2, on a :
Sy = Sp—1 +1In(n) < /n In(t)dt + In(n).
1
En résumé pour tout entier n > 2, on a |'encadrement :
/” In(t)dt < Sy, < /” In(t)dt + In(n).
1 1

Il nous reste a calculer I'intégrale. Effectuons [iour commencer une intégration par parties sur la premiére. On pose

= 1 / = — . . .
{ :f,((tt)) B nft) , on a alors { u/(t) t . Les fonctions u et v sont de classe C' sur R’ , on a par intégration
- v'(t)

~

par parties :

/1n In(t)dt = [In(¢)t]} — /j% X tdt

=nln(n) — In(1) — /1” 1dt

nln(n) — (n —1)
nln(n) —n+ 1.

On obtient alors I'inégalité :

nln(n) —n+1< S, <nln(n) —n+ 1+ In(n),
soit

nln(n) —n+1<S, < (n+1)In(n) —n+ 1.

3. De I'inégalité précédente, on déduit que pour tout entier n > 2, on a :

LI S T .
In(n)  nln(n) ~ nln(n) In(n)  nln(n) n
Or lim L _ lim L _ lim 1_ 0 donc
n—o+oo In(n) n—o+oonln(n) n—otoon
lim 1_#4_#:1&1_#4_#4_1:1.
n—r+o0 In(n) nln(n) In(n)  nln(n) n

o , . S,
Ainsi d'aprés le théoréme d’encadrement, lim Z— =1letdonc|S, ~nln(n)|
n—+oo n ln(n)

On a d'une part,
Sp=> In(k) =In (H k:) = In(n!),
k=1 k=1

et d'autre part,

On en déduit que | In(n!) ~ In(n") |

nln(n) = In(n").
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Probleme 1 Piste rouge

Partie | : Etude d’un exemple
1. On vérifie facilement avec la définition que f € £ (R?).
2. Soit (z,y,2) € R

—x+y+z=0 —x+y+z=0 =2
z,y,2) EKer(f) & { —6r+4y+22=0 ©{ —2y—42=0 <& B & (x,y,2) = 2(—-1,-2,1
= -2z
3r—y+2=0 2y+42=0 y=

Donc Ker(f) = Vect((—1,—2,1)). La famille ((—1,—2,1)) est donc une famille génératrice de Ker(f) et elle est libre car
composée d'un unique vecteur non nul, c’est donc une base de Ker(f). On en déduit par le théoreme du rang que Im(f)
est de dimension 2 , et donc il suffit de donner une famille libre de deux vecteurs de Im(f) pour obtenir une base de Im(f).
Par exemple f(1,0,0) = (—1,-6,3) et £(0,0,1) = (1,2,1) ne sont pas colinéaires, et donc forment une base de Im(f).

3. L'espace vectoriel R? étant de dimension finie, on dispose de nombreuses méthodes pour montrer que Im(f) et Ker(f)
sont supplémentaires dans R®. Prouvons par exemple que la concaténation des deux bases de Ker(f) et de Im(f) obtenues
précédemment forment une base de R*. Montrons pour cela que la famille ((—1, =2, 1), (=1, —6,3), (1,2,1)) est une famille
libre. Soient donc (A1, A2, A3) € R? tels que A\j(—1,—2,1) + Xa(—1, =6, —3) + A3(1,2,1) = (0,0,0). Il vient alors :

Al — Ag + A3 =0 AM—A+A3 = 0
—2X\ —6X2+ 23 = 0 <= —8X+4X3 = 0 Lo+ —Lo+2l1 <= L3+ L3—Li=X=X3=0
A1 — 32+ A3 = 0 —2)Xo = 0

Donc la famille ((—1,-2,1), (=1, —6,3),(1,2,1)) est une famille libre de R®. Elle est en outre composée de 3 vecteurs et
dim (Rs) = 3 donc elle forme une base de R?.

Conclusion : la concaténation de deux bases de Im(f) et de Ker(f) forme une base de R?® donc Ker(f) @ Im(f) = R>.
4. Ona f%(1,0,0) = f(—1,—6,3) = (—2,—12,6) = 2f(1,0,0) et de méme f2(0,0,1) = £(1,2,1) = (2,4,2) = 2£(0,0,1).

Puisque de plus f?(—1,-2,1) = £(0,0,0) = (0,0,0), on en déduit que les deux endomorphismes f? et 2f coincident sur

la base de R* obtenue par concaténation des deux bases de Im(f) et Ker(f).

Conclusion : f2 = 2f.

On rappelle que deux applications linéaires qui coincident sur une base sont égales.

Partie Il : Etude générale des endomorphismes vérifiant f o f = \f.
5. Si f € Ay est un isomorphisme, alors f o f = Af, ce qui aprés composition par f~* nous donne f = A\dg.

Réciproquement : AIdg est un isomorphisme qui vérifie (Aldg) o (\ldg) = A*Idg = A (Aldg).

Conclusion : 4y = {\1dg}

6. (a) Six € E vérifie f(z) = Az, alors z = f (;) € Im(f).
Réciproquement si y € Im(f), il existe © € F tel que y = f(z). Alors f(y) = f(f(x)) = A\f(z) = Ay.
Conclusion : on a montré par double inclusion que Im(f) = {z € E| f(z) = A\z}.

(b) Soit € Im(f) N Ker(f). Alors f(x) = 0g car = € Ker(f), mais par la question précédente, on a aussi f(x) = Az, si
bien que Ax = Op, et donc, puisque A # 0,2 = Og. Ainsi, Im(f) N Ker(f) = {0g} et donc Im(f) et Ker(f) sont en
somme directe. D'autre part d’aprés le théoréme du rang on a dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(E).

Conclusion : Im(f) et Ker(f) sont supplémentaires dans E.

(c) Soit y e Im (f — AIdg), et soit alors z € E tel que y = f(z) — A\x.

Alors f(y) = f(f(z)) = Af(x) = Af(z) — Af(x) = Og, si bien que y € Ker(f).
Conclusion : Im (f — Aig) C Ker(f).

(d) Notons p le projecteur sur Im(f) parallélement a Ker(f).

Alors pour tout € Im(f), f(z) = Az = Ap(x). Et pour tout z € Ker(f), f(f(z)) = 0g = Ap(x). Donc fo f et

Ap = A1Idg op coincident sur Ker(f) et sur Im(f), donc sur E tout entier.
Conclusion : on a bien f = Aldg o p.

Partie Il : Endomorphismes vérifiant fo f = —Idg.
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7.(a) i. Soient (A, 1) € R? tels que Au + puf(u) = 0p.
Alors en appliquant f il vient Af(u) 4 pf?(u) = Og, soit encore Af(u) — pu = Op.
Et donc A(Au+pf(u)) — p(Af(u) — pu) = Og, si bien que (\> + p*) u = 0p. Et puisque u # O, alors \* +u* = 0.
Mais puisque A\* > 0 et p? > 0, alors nécessairement A = . = 0.
Conclusion : la famille (u, f(u)) est libre.

Remarque : on peut aussi raisonner par I'absurde en supposant que u et f(u) sont colinéaires.
ii. Montrons maintenant que F), est stable par f.
Soit donc = € F,. Il existe (\, 1) € R? tels que = \u + uf (u). Alors :

f@) = Af(u) + pf?(u) = Af(u) — pu € F,
Conclusion : F), est stable par f.
iii. Par définition F,, = Vect(u, f(u)) donc on a clairement u € F,.
iv. A présent soit H un sous-espace vectoriel de F, stable par f et contenant u. Alors par stabilité de H par f, f(u) € H.
Et alors H est un sous-espace vectoriel contenant u et f(u), il contient Vect(u, f(u)).
Conclusion : F,, est bien le plus petit sous-espace vectoriel de E stable par f et contenant u.
(b) i. Soit a € Fy, un vecteur non nul.
D’aprés la question précédente, F,, est stable par f, et il contient a. Donc f(a) € F,, donc F,, C F,.
ii. Montrons maintenant que dim (F,) = dim (F,).
En effet, d'aprés la question précédente, F, est de dimension 2 (engendré par la famille libre (u, f(u))) et le méme
raisonnement prouverait que F, est également de dimension 2 .
Conclusion : F,, C F, et dim (F,) = dim (F,) donc F,, = F,.
(c) i. Supposons par I'absurde que GN F,, # {0g} et soit a un vecteur non nul de G N F,.
Puisque G est stable par f et contient a, il contient F,. Mais par ailleurs, a € F),, et donc par la question précédente,
F, =F,. Puisque u € F,, et que F,, = F, C G, on a donc u € G, ce qui est absurde.
Conclusion : G et F, sont en somme directe.
i. Siz e G Fy, alors il existe xg € G et x,, € F,, tels que x = z¢g + 4.
Et alors f(z) = f(xg) + f(x4). Puisque G est stable par f, f(xzg) € G, et de méme f(x,) € F,. Donc
f(z) € G® F,, qui est donc un sous-espace vectoriel de E stable par f.
(d) Montrons par récurrence sur k que pour tout k € [1,p], la propriété :
P(k) : « il existe des vecteurs uy,us, ..., uy tels que (u1, f (u1),us, f (u2),...,ug, f(ur)) soit une famille libre et
Vect ((u1, f (u1),ue, f(uz), ..., ug, f (ug))) soit stable par f ».
Initialisation E est de dimension n > 1 donc il n'est pas réduit au vecteur nul donc il existe un vecteur u non nul dans
E, qui répond bien a la question d’aprés la question 7.(a)

Hérédité soit &k € [1,p — 1]. On suppose la propriété vraie au rang k. Il existe donc des vecteurs uq,...,u; tels
que (uq, f (u1),us2, f (u2),...,uk, f (ug)) soit une famille libre et Vect (u1, f (u1),ue, f (u2), ..., uk, f (ux)) soit
stable par f.

On pose donc
G = Vect (ula f (ul) , U2, f (U’Q) ooy Uk, f (uk)) .

La famille (uq, f (u1),us, f (u2),...,uk, f (ur)) est libre donc G est de dimension 2k < dim(FE), et donc n'est
pas égal a E. Il existe donc up41 € E\G. Alors d'aprés la question 7.(c), G et F, sont en somme directe,

Uk+1
et leur somme est stable par f. Comme G et F,,,, sont en somme directe, on vérifie facilement que la famille

(ug, f (u1),us, f (u2), ..., uk, f (ug), uks1, f(urs+1)) est une famille libre. La propriété est donc héréditaire.
Conclusion le principe de récurrence assure que la propriété est vraie pour tout entier k € [[1, p].
(e) On sait déja que la famille (u1, f (u1), w2, f (u2), ..., up, f (up)) est libre. Montrons qu’elle est génératrice de E.

Pour cela raisonnons par I'absurde : on suppose donc que Vect (u1, f (u1), w2, f (u2),...,up, f (up)) ne soit pas égal a
FE tout entier, et soit w41 un vecteur de E qui n’est pas dans Vect (u1, f (u1), w2, f (u2),...,up, f (up)). Alors comme
précédemment,

dim (Vect (w1, f (u1), we, f(u2), ..., up, f (up) s upt1, f (ups+1))) =2(p+ 1)
donc Vect (w1, f (u1) w2, f (u2), ..., up, f (Up), upt1, f (upt1)), est un sous-espace vectoriel de E dimension 2(p+1),

dim(F .
dim(E), et donc p+ 1 < 1m2( ) . Ceci contredit la définition de p comme étant le plus grand
dim(E). On en déduit donc que E = Vect (u1, f (u1),uz, f (u2),...,up, f (up))-

si bien que 2p +

2 <
entier k tel que 2k <

Conclusion : la famille (w1, f (u1),u2, f (u2), ..., up, f (up)) est une base de E.
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(f) On en déduit que dim(F) est un entier pair.

8. Soit E un espace vectoriel de dimension 2p, et soit (u1,. .., Up, Upt1,. .., Usp) Une base de E.
Il existe alors un unique endomorphisme f de E tel que

fler) =e2, f(e2) =—e1,f(e3) =eu, fea) = —es..., [ (ep—1) = ezp €t f(e2p) = —e€2p1.
Et alors pour tout 7 € [[1,])]], f(f (621',1)) = f(egi) = —e9g;_1 €t f(f (621')) = f(7€2i,1) = —€9;. Donc f2 et 7IdE

coincident sur une base de F/, donc sont égaux.
Conclusion : f2 = —Idg.

Probléeme 2 Pistes bleue ET rouge, D'aprés ECRICOME, voie E

Partie |

1. Chaque boule ayant la méme probabilité d'étre tirée, la variable X}, suit [Ia loi uniforme sur [[l,n]]]. Ainsi :

X(Q)=[1,n] et Vie[ln], p(szi):%

Et donc 'espérance vaut :
n+1
B(X) = —5—.

2. (a) Si la premiére boule tirée est la boule numéro n, on a T,, = 1.

n

Comme S, = Z X; >, la variable T}, ne peut pas prendre de valeur strictement supérieure a n.
=1 7

Enfin, toute valeur intermédiaire est possible : si k € [2,n], alors la suite de tirages

k-éme tirage
/_H
1,1,...,1,(n—k+1) (par exemple)
—_———

(k—1) premiers tirages

donne T,, = k (puisque Sx—1 =k — 1 <n et S, =n). Ainsi | T,,(Q?) = [1,n] |

(b) La seule possibilité pour avoir S; > n est de tirer la boule numéro n au premier tirage (et on aura alors en fait S; = n) :

[T, = 1] = [X1 = n).

1

Puisque X suit la loi uniforme sur [1,n] : |P(T,=1)=—|

n

(c) L'événement [T}, = n] est égal a :
>n—1
>1 >1
=~ —~
[Sp-1<n—1N[Sp>n] = [ X1+ 4+ Xy <n—1] N[S, >n]

donc égalité partout
= [X1=1n---N[X,1=1N[S,

[Sn > n)
= Xi=1n--NX,1=1Nn[X1 1+ + X, >n]
N[X, >

= [X;i=1n---N[X,_1 =1N[X, >1]
5’—/-
toujours vrai
= [Xi=1n---N[X,_1=1]
Par indépendance de X, ..., X,,_1 (les tirages sont avec remise) :
1 1 "'
P(T,=n)=— X x—(—)
n n n

3. D’aprés la question 2 :
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4. D’aprés la question 2 :
1 1\3!
nO)= (1230 5 Ph=1=; i PH=9=(3) -

Et par conséquent :
Calculons |'espérance de T3 :

Partie Il

1. Comme déja précisé en partie A pour S, et S,,_1, la variable S vaut au minimum k et ceci se produit lorsque les k premiers
tirages ont donné la boule numéro 1.
Elle vaut au maximum n X k, situation qui se produit lorsque I'on tire k fois la boule numéro n.
On a alors | Sk (Q) = [k, nk] |-
Remarque : On n’a, en fait, montré qu'une inclusion S (2) C [k, nk] mais on peut supposer que le correcteur se contentera
de cette réponse, |'égalité étant un peu difficile & prouver.

2.(a) On a immédiatement :
Skr1=X1+ -+ X+ Xpp1 = Sk + X1

(b) Soiti € [k+1,n]. La formule des probabilités totales avec le systéme complet d'événements {[Sk = j|} e[k nk) donne :

nk
P(Skr1=1) = Y P([Ser1=i]N[Sk = j])
j=k

nk

— ZP([Sk + X1 =14 N[Sk = ]])
j=k
nk

= ZP([Xk-i—l =1 _J] N [Sk :J])
=k

L'événement [X;1 = ¢ — j] étant impossible si i — j & [1,n], on peut ne conserver dans cette somme que les termes
tels que 1 <7 — j < n, c'est-a-dire (la deuxiéme des inégalités précédentes étant réalisée car i < n) tels que j <i—1,
les autres termes étant nuls. Puisque i — 1 < nk (cari<netk >1),ona:

i—1
P(Skyr =1i) =Y P([Xp41 =i — )0 [Sk = j])
j=k
Enfin, les variables X1,..., Xk, Xi1 étant indépendantes, le lemme des coalitions (RDV en deuxiéme année) donne

I'indépendance des deux variables S, = X7 + -+ + X et Xiy1 et cela démontre |'égalité admise dans le sujet :
P([Xg41 =1 — 4] N [Sk = j]) = P(Xpq1 =i = j)P(Sk = j).
D’ou avec la question 1. (Xj1 suit la loi uniforme sur [1,n]) :

i—1 i—1

. . , 1 .

P(Ski1 =) = > P(Xpy1 =i —j) xP(Sk = j) = — 2 P8k =)
Jj=k j=k

S|=

3. (a) La formule du triangle de Pascal s'écrit, pour k,j € N* :
J—1 J=1\ _ (7
()« ()= 0)
(b) Soit k € N*. Prouvons par récurrence sur i que :

Vi>k+1 i Joy (it
'z ’ k—1) "\ k)

i=k

i—1 . .
-1 -1
Onposepouri}kJrl,’H(i):«g (21)(lk )».

i=k
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e . ) k-1 k .
Initialisation pour i = k + 1, la somme ne comporte qu'un seul terme : (k 1) =1= (k) et H(k + 1) est vraie.

Hérédité Supposons, pour un entier i > k + 1 fixé que H (i) est vraie et montrons que H (i 4 1) est vraie :

YY)

j=k j=k
i—1 . .

j—1 1—1
> (121) + ()
(%
(;) d'aprés le triangle de Pascal
_(i+1
N k

La formule est ainsi prouvée pour i + 1 et H(i + 1) est vraie.
Conclusion La propriété étant initialisée et héréditaire, d’aprés le principe de récurrence, elle est vraie pour tout 7 > k+1.

(c) Initialisation (k=1) Ona:
. 1/1-1 1
——

=1

[

-1
) ( 1) par hypothése de récurrence

1
Comme S; = X; < U([[1,n]) d'apres la question 1., on a Vi € [1,n], P(S1 =1i) = — et donc H; est vraie.
n

Hérédité Soit k € [[1,n — 1], supposons Hy; vraie et montrons que Hy1 est vraie.
Soit ¢ € [k + 1,n]. D'aprés la question 2.(b) de la partie B et par hypothése de récurrence :

1 1“1 -1 i1
P(Sp41 =1) = nZP k=) Z <2_1) nk+1z<j )

Et donc, d'aprés la question 3.(b) de la Partie B :
. 1 1—1 1 1—1
On a ainsi prouvé Hy1.

Conclusion La propriété étant initialisée et héréditaire, d'aprés le principe de récurrence, elle est vraie pour tout
ke [1,n].
4. (a) L'événement [T;, > k] signifie que la somme des numéros des boules obtenues est pour la premiére fois supérieure ou
égale a n lors du tirage numéro £ avec £ > k, autrement dit que lors du tirage numéro k, la somme des numéros des boules
obtenues est strictement inférieure (négation de « supérieure ou égale ») a n, c'est-a-dire [Sy, <n] =[S, <n—1]:

[T, > k] =[Sk <n—1].

(b) En écrivant, avec une union d'événements incompatibles :

[Tn>k]=[5k<n—1]

I
C
%)
o
|

on obtient, avec 3.(c) puis 3.(b) de la Partie B :
n—1 .
1 /i-1 1 /n—-1
P(T, > k) ZPSkfz ZW(k—l)W( . >
5.(a) [T, <kl =T, =k U[T, < k—1] donc

P(T, <k)=P(T,=k)+ P(T, <k—1)

d’on
1—-P(T,>k)=P(T, =k)+1—P(T, > k—1).

On en deduit que (P(T,, = k) = P(T, > k —1) — P(T,, > k)
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(b) La variable aléatoire T,, (T,,(2) = [1,n]) étant finie, elle admet en effet une espérance et :
=> kP(T, =
k=1
En écrivant, pour tout k € [1,n],
P(T,=k)=P(T,>k—-1)—P(T, > k)
on obtient :
E(T,) = > k(P(Th>k—1)—P(T, > k))
k=1
= > kP(Ty>k-1)- Z P(T, > k)
k=1 k=1
= Y (k=1+1)P(T, >k—1)= Y k P(T, > k)
k=1 k=1
= k—1) P(T,>k—1)+ P(T,>k—-1)— k P(T, >k
2 (k—1) P( ) ; ( ) ; ( )
=1 = =
pour k=1
= Y (k=1)P(T,>k-1)+> P(T,>k-1)=Y k P(T, > k)
k=2 k=1 k=1
Avec le changement d'indice £ = k& — 1 dans les deux premiéres sommes :
n—1 n—1 n n—1
=D LPA >0+ P(T,>0 =Y kP, >k =Y P(I,>10)
¢ =0 k= =0
(c) Avec la question 4.(b), on a donc :
n—1 n—1 k n—1
1 n—1 n—1 1 1
— il - (n-1)—k _ [ =
w=Law( )= () G) = ()
k=0
par la formule du binéme de Newton
6. On va déterminer la limite de E(T),) en écrivant |'expression trouvée ci-dessus sous « forme exponentielle » :
1
E(T,) = exp ((n —1)In (— + 1))
n
1 1 1
(n—l)ln(——i—l) ~ m=-1)x=-=1-=- — 1.
n n—-+o0o n n n—-+oo
Par continuité de |'exponentielle :
E(T,) e exp(l) =e.
7. Python
1 |def T(n):
2 S=0
3 y=0
4 while S<n
5 tirage=rd.randint(1,n+1)
6 S=S+tirage
7 y=y+1
8 return y
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Probléme 3 Piste rouge, EML 2021, voie E

Partie | : Etude de la fonction ¢

1. La fonction ¢ est continue sur | — 0o, 1] en tant que somme et produit de fonctions continues sur | — oo, 1[. En effet, la
fonction x +— In(1 — x) est bien continue sur | — 0o, 1[ car 1 — 2 > 0 sur cet intervalle.
Il reste donc a étudier la continuité de ¢ en 1. Pour cela, calculons les limites a gauche et a droite en 1. On a :

lim o(z) =¢(1) =1

z—1+
et
lim p(z) = lim z+ (1 —2)In(l —z)
T—1- rz—1—
or lim (1 —z)In(l —z) = lim uln(u) = 0 par croissance comparée. Ainsi lim ¢(z) = 1 = ¢(1). La fonction ¢ est
z—1- u—0+ z—1-

donc bien continue en 1.0n peut donc conclure que[ la fonction ¢ est continue sur | — oo, 1]]

2. (a) La fonction ¢ est de classe C' sur ] — 0o, 1[ en tant que somme et produit de fonctions de classe C* sur ] — oo, 1[.
Soit z €] — 00, 1].

O'(x) =14+ (-1) xIn(l —z) + (1 —2) x (—1 ! ):X—ln(l—x)—/l/

— X

Finalement, (pour €l —oo,1], ¢'(z)=—-In(1- :1:)]
(b) Soit x € | — o0, 1].

o'(z) >0 —In(1—2)>0

(par stricte croissance de la

=
& In(l—=2)<0
< fonction exp sur R)

l—z<e’=1
s 0O<zx

On obtient le tableau de variations suivant.

T —00 0 1
Signe de ¢’ (z) - 0 +
1
0

Détaillons le calcul de ¢(0) :
v(0) = 0+(1—-0)In(1—-0) = In(1) = 0

(c) Pour étudier la dérivabilité de ¢, étudions la limite quand = tend vers 1 de son taux d'accroissement en 1.
Soit x € | — 00, 1[.
o) —p(1) x4+ 1 —-2)nl-2)-1
z—1 B z—1

x—1—(z—1)In(l—2x)

r—1
=0 (1-In(1-2))
B 7T—1
= 1—-In(1-2)

Or, avec le changement de variable u =1 — z :

lim1—In(l—2) = lim1—1In(u) = 400

x—1 u—0

Le taux d'accroissement de ¢ en 1 n'admet donc pas de limite finie en 1. (La fonction ¢ n'est pas dérivable en lj.
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3. Il s'agit a priori d’une forme indéterminée. On a :
o) =z +In(l —z) —xzIn(l — z).

Factorisons par le terme prépondérant, a savoir 2 In(1 — ), on obtient :

o(z) = zIn(1 - 2) (% N é ~ 1)

n(l—x)
. 1 , . . 1 L 1 1
or lim ——— =0 par composée de limites et lim — =0. Ainsi lim [ ——— 4+ — —1) = —1. De plus, par
z——oco In(1 — ) T——00 e——oo \In(l—z) =z
produit, lim zIn(l —2) = —oo. On conclut par produit de limites que[ lim p(z) = +oo].
T——00 T——00
p(z) — (1)

4. D'aprés la question 2.(c) : lim1 1
T— €T —

représentative de ¢ en 1. On obtient la courbe suivante :

= 4o00. On en déduit que la droite d’équation = 1 est tangente a la courbe

0.5

5. (a) Soit A €]0,1].
On procéde par intégration par parties.

N = =

Les fonctions u et v sont de classe C* sur le segment [A, 1].

On obtient :
! 1 ! 11 1
/ tIn(t)dt = {— t? ln(t)] 7/ = x = t3dt
s 2 A JatT 2

_ %Mfﬁ 1n(A))f—/A tdt
= —- A%] (A)—% [%ﬂ];

I R _ L a2
= 5 A7) - (1-4%)

1
1 1
Ainsi [/ t In(t)dt = -5 A% In(A) — 1 (1 —AQH. D’une part, par croissances comparées : }‘imOA2 In(A) = 0 et
A —

1 1
1
d’autre part : }ximo A? = 0. On en déduit que I'intégrale / t In(t)dt est convergente et[/ t In(t)dt = _ZJ'
— 0 0
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1
(b) e D'aprés la question 1., la fonction ¢ est continue sur le segment [0, 1]. L'intégrale / ©(t)dt est donc bien définie.
0

e On calcule :

/O<p(t)dt = /Ot+(1t) In(1 —t)dt

= /OltdtJr/ol(lt) In(1 — t)dt

"1

Notons qu'on peut bien appliquer la linéarité de l'intégrale car les intégrales /
0

-1

p(t)dt et / tdt sont convergentes,

0
1

et donc l'intégrale / (1 —t) In(1 — ¢)dt est bien convergente.

0
e Tout d'abord : )

1
1 1 1
tdt = |- t*| = - (1°-0%) = -
/0 [2 } 3 | ) =3

0
1
e Pour calculer I'intégrale [ (1 —1t) In(1 —¢)dt (dont on sait qu'elle est convergente), on effectue le changement de

variableu =1—¢.On a aolors :

*xt=1—-u

* dt = —du

* Quandt=0,u=1

* Quandt=1,u=0

Ce changement de variable est valide car ¢ : u +— 1 — u est de classe C* sur [0, 1].
On obtient alors :

/01(1—15) In(l —¢t)dt = /10u1n(u) (— du) = /Oluln(u) du — -3

ou la derniére égalité est obtenue grace a la question précédente.

. ! 1 1 1
Onendedwt.[/0 (‘D(t)dt_E_Z_Z]

Partie Il : Etude de deux séries
1. (a) Soit n € N*. Soit ¢t € [0,z]. Comme ¢t # 1 :

n—1 n
1-1¢
k=0
Ainsi : .
1 = 1 1—t" t"
- _ th = _
1-1¢ Z 1-—-t¢ 1-1¢ 1-t¢
k=0
1 = tn
d ", vt — ) th= :
On a donc| Vn € N*, V E[O,x],l_t ];) T3

(b) Soit n € N*. On intégre I'égalité de la question précédente entre 0 et 2. On obtient :

T 1 n—1 xT tn
/ —th’*’ dt = / dt
o \1—t o 1—t
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Etudions le membre de gauche. Par linéarité de I'intégrale :

n—1 n—1
—_— = tt | dt = —dt — ttdt
/0 <1_t ;) ) o 1—t Z</0 )
1

k=0
n— 1 x
= w0 - X g
oo LA 0
n—1 1
= —In(1 —z) +Tat—Q) — kg¥]»(mk+1-0k+1)
k=0
n-l k41
= —In(1—2)- ;: ]
e
i (en effectuant le
= —In(l—z)- Z — changement d'indice
i=1 7 j=k+1)

Finalement : ¥n € N*, | —In(1 — z) — Z =

n
T
k
k=1

T

|
o\a
—

-
[ |3

-

o

=

2. Soitt € [0,z], ona:
0<t<zx donc 0> —-t>—x d’on 1>21—t>1-—2.
Ona:

Alors par décroissance de la fonction inverse sur ]0; +00[.

1< 1 < 1
T
Ainsi comme t" >0, on a :
" "
" < <
1—t 1—2z
" t"
Onad Vvt e [0,z], 0 < < .
n a donc V¢ € [0, z] ST 751

Par croissance de I'intégrale, les bornes étant dans I'ordre croissant (0 < ) :
AL o
0 < / dt < / dt
o 1—1t 0o 1—=x
e 1 ’ 1 1 ‘ 1 gnt?
/ dt = / tndt = = a
0o 1—x 11—z J l—z [n+1 0 -z n+1

T n $n+1
0 < at <
/0 1t (n+1)(1—2)

De plus comme, z < 1, on a, par croissance de ¢ — t" 1 sur R4, 2"t < 1. Comme (n+1)(1 —x) > 0, on obtient :

On obtient :

gl 1

hrD)0-2) StrDl-2)

Togn 1
On peut donc conclure que [0 < /0 T tdt < CES
1
On remarque alors que lim 0=0et lim —————— = 0 donc par théoréme d’encadrement :
n——4o00 n—+oo (n —+ 1)(1 — $)
lim dt = 0.

n—+oo [o 1—t¢
3. D’apres la question 1.(b), pour tout n € N* :

2 gk T
— = —In(1 — — det
> 7 n(1-2) /0 —

k=1
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T n n k
Or, d'aprés la question précédente : lim dt = 0. On en déduit que la suite Z r est convergente et :
n—+oo [ 11—t k
k=1 neN*
im S (1—2)+0
Jp 3 G = e

n
) $k ) ) . " ) ) o "
Par ailleurs, g "’ est la suite des sommes partielles de la série g —. On en déduit que la série g — est
n
neN*

n
k=1 n>1 n>1
+oo Lk
x
convergente et : g - = —In(1 —2)|
k=1

4. (a) Soit (a,b) € R?.

1 b
VneN, —— = 24
n(n+1) n n+l
= Vn € N, ! = alnt1)+bn
n(n+1) n(n+1)
= YneN", 1 =a(n+1)+bn
= VneN* 1 =a+(a+b)n
— “ - ! (par identification)
e + b = 0 par identification

LQ%LQ*Ll {a b

1 1 1
Finalement, en choisissanta =1etb= —1,0n a: {Vn e N*, m = — n 1‘].
n(n non
(b) Soit N € N*.
N il N
xz n+1 1 1 d' 3
—_— = - — apres 4.(a
Zn(n—i—l) Zx (n n—l—l) (dap (2)
n=1 n=1
= i mn-‘rl o i $n+1
o n n+1
n=1 n=1
N n N n+1
T T
= T
n=1 n=1
N . N+l _,
T T
- z -z décalage d’indi
x Z - - (par décalage d’indice)
n=1 n=2
Ly <N“ﬁf_1>
N n n 1
n=1 n=1
N ., N+l ,
T T
AR D DD D
n=1 n=1

N . . " o . o+l
Or d'aprés la question 3., la série E — est convergente, on en déduit que | la série E ———— converge.
n n(n+1)
n=1 n>=1

De plus, toujours d'aprés la question 3. :

+oo $"+1
> iy — ot (Fm-2) - (<o)
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“+oo
anrl

On obtient : Z Py P =z+(1—2)In(1—-2)= (p(mﬂ

5. Soit N € N* :
S SRS |
— = - — d’aprés 4.

;n(nqu) ;(n nJrl) (d'apres 4.(a))

1 ! (par tél )

= 1-— ar télescopage
N1 P pag

1 =X
Or Nlirg@ (1 - N——i-l) =1, on en déduit que la série T; m est convergente et : ; m =1=p(1).
(© M. Fontaine
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