ECG1, mathématiques Corrigé du CB n°1 Décembre 2024

Corrigé du CB n°1

Exercice 1
1. On pose
a b c
B=|d e f
g h 1
a 0 0
et on note diag(a,3,7) = [0 B 0]. On calcule Bdiag(a, 3,7) et diag(c, 8,7)B et I'on montre (en raisonnant par
0 0 v
équivalences) que
Bb=ab b=0
ye = ac c=0
. . ad = Bd d=0
Bdla'g(aaﬁa/y)_dlag(a7ﬁv’7)B<:> ,Yf:ﬂf — f:() )
ag =19 g=0
Bh =~h h=0

la derniére équivalence découlant de ce que les trois réels o, 5 et v sont distincts. Ainsi I'ensemble cherché est |'ensemble
des matrices diagonales.

2. (a) Méthode habituelle par résolution de systéme linéaire. On trouve que P est inversible et

1 0 -1
P1l=10 -2 3
0 1 -1

8§ 0 0
(b) On trouveque D= [0 0 0
0 0 1

3. Analyse

(a) On peut écrire AM = M*M = M* = MM? = MA. Ainsi AM = M A et les matrices A et M commutent.
(b) On en déduit alors que

P 'MPD =P 'MPP'AP =P '(MA)P = P Y (AM)P = P"'APP™'MP = DP'MP.

Ainsi les matrices P~'M P et D commutent.

(c) D’aprés la question préliminaire, comme 8,0 et 1 sont trois réels distincts et que la matrice P~'M P commutent avec
diag(8,0,1). La matrice P~ M P est diagonale.

(d) Comme A =P 'MP alors A> = P~'M?P = P~'AP = D. Posons alors

a 0 O
A=10 b 0
0 0 ¢
3
a© 0 O
Alors A2=10 5 0. Donc
0 0 ¢
a 0 0 8 0 0
0o ¥ o]l=[0o0 0
0o 0 ¢ 0 0 1
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On en déduit que a® =8 i.e. a = 2. De méme b =0 et ¢ = 1. Soit :
2 0 0
A=10 0 0
0 0 1

(e) Comme A = P™'MP alors M = PAP™!. En explicitant les trois matrices et en faisant un calcul de produit de trois
matrices, on trouve

2 2 4
M={(0 3 -3
0 2 =2

4. Synthése On pose M comme a la question précédente et on calcule M3. On trouve bien A.

Probléme 1

1. (a) La fonction g est dérivable sur R, comme somme de fonctions de référence qui sont bien dérivables sur R%.. On a pour

toutxeR*Jr,
6
/ :627_.
g'(z) = 62" — —
_ . 62 — 6 -1 « 3 'aquati
(b) Soit z € RY, ¢'(z) = =6 X . Ainsi pour zx € R, ¢'(z) =0 < 2° —1=0 <= z = 1. L'équation
x

¢'(z) = 0 admet donc bien une unique solution p = 1.
(c) On en déduit le tableau de variations de g.

x 0 1 +o00
Signe de
— 0 +
g9'(z)

Variations
de g
9(1)

(d) Onag(p) =g(1) =2+ 3 =5. Comme g est décroissante sur ]0, 1] et croissante sur [1, +o0[, elle atteint un minimum

en 1. Or g(1) > 0 donc pour tout = € RY, .

1
2.(a) Onsaitque lim In(z) = —ocoet lim 2® = 0T donc par quotient lim n(f) = —o0. On en déduit que[ lim f(z) = —oo].
z—0t z—0+ z—0+ T z—0+
: . . In(z) . ,
Par croissance comparée, lim 5~ =0et lim f(z) = +oo donc par somme[ lim f(x) = +oo].
r—+oo T r—+400 z— 400

(b) Soitz € RY, ona:

f) 20+ 3h()
T x B 3

31
On sait que par croissance comparée lim ngx) =0 donc [a = lim _:r) = 2J.
Tr—+00 x r—+o0o I
31n(x)

. . . 3ln(z
Soit x € RY, f(z) —ax = >— Or par croissance comparée lim (z)
€T T—+00 €T

= 0 donc [b = lim (f(z) —az) = 0}

Tr——+00

(c) On définit la droite (A) d'équation y = 2z. D'aprés la question précédente lim (f(x) — 2z) = 0, ainsi la droite (A)

T—+00
est asymptote de C¢ quand z — +o0.
Pour déterminer la position de Cy par rapport a (A), étudions le signe de f(x) —2x. On a pour z € R},
31n(x)
==

flz) =22

Ona:ln(z) >0 < z > 1. Or pour tout z € R%, 22 > 0. Ainsi pour 0 < z < 1, f(z) — 2z <0 et pour z > 1,
f(z)—2x > 0. On en déduit que sur I'intervalle ]0, 1], la courbe C; se situe en-dessous de (.A) et sur l'intervalle |1, +-00],
la courbe Cy se trouve au-dessus de la droite (A).
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3.(a) La fonction f est dérivable sur R*. car z — In(x) est dérivable sur R*, z +— 2” est dérivable sur R et 2® # 0 pour
x € RY. On a pour v € RY :

3 x 2?2 -3l x 2 — 6zl 1-21 —61 223 —61
Fla) = 242 T 4n(1}) $:2+3:L' 61: n(x):2+3xx 4n(z):2+3 63n(x): T +336n(z).
T T x x x
. R RN C)
Ainsi pour z € RY, | f'(z) = =5~ |
T

(b) D’aprés la question 1.(c), on sait que g(x) > 0 pour € R’}. De plus, 3 > 0 pour z € R*. Ainsi pour x € R,
f'(xz) > 0. On en déduit que la fonction f est strictement croissante sur R .

x 0 “+00
Signe de
+
f(z)
+00
Variations
de f
—00

(c) On a le graphe suivant :

—_ o = = e e

S = N W kot
{ { { { .
»

S = N W ke ot 00 ©
| | | | | | | | |

\

(d) On peut écrire le script suivant :

def f(x):
y = 2xx+3xnp.log(x)/x*%*2
return vy

import matplotlib.pyplot as plt
abscisse=np.arange(0.1,10,0.001)
plt.plot(abscisse,f(abscisse))

~No oo~ ownN -

4.(a) On a montré a la question 3.(b) que f est strictement croissante sur R, de plus elle est dérivable sur R’ donc en
particulier continue sur R’ . Ainsi d'aprés le théoréme de la bijection f réalise une bijection de R* vers f(R% ). Or
lim f(x)=—ocet lim f(x)= 400 donc f(RY)=R.
i f(2) lim_f(2) = +oo donc f(RY)
Soit n > 1, 2n € R donc admet un unique antécédent x,, € R’ . Ainsi I'équation f(z) = 2n admet une unique solution
z, € RY.
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(b) Par définition de z,,, on a . De plus, et [f(n) =2n+ 312571)J

31n(n)
n2

Soitnm > 1, 0na2n > 2. De plus, pourn > 1, > 0, ainsi f(n) > 2n. On en déduit que [f(l) < f(zn) < f(n)]
Comme la fonction f est strictement croissante, les inégalités précédentes impliquent que m

(c) Soitn>1,ona:

flzy) =2n — 2zn+M =2n <— 2n—2x, = 3In(zy) <— N2 3In(z) <— 1-In _ M
a2 a2 2n 2n(xp,)?

n

(d) On sait que pour n > 1, 1 < &, < n donc par croissance de la fonction In, on a :
0 < In(z,) < In(n).

De plus, pour n > 1, n(:rn)2 > 0, on a donc :

0< In(zy,) o In(n)

Son(za)? T on(x,)?’
2 N LH 1 A . .. .,
comme pour n > 1, &, > 1, on a (z,)° > 1 et par passage a l'inverse W < 1. On en déduit donc I'inégalité pour
Tn
n>1:
1 1
0< n(zn)2 < n(n)
. . In(n) . , . L ,
(e) On sait que lim —— =0 par croissance comparée. Ainsi par théoréme d’encadrement :
n—-4o0o n
1
i 2ER)

n—+oo n(xy,)?

In(z,,
Cela implique que lim L(‘T)

D ()2 = 0. Or d'apreés la question 4.(c),
n—+o0 2n(xy,

3In(z,) Tn,
2n(z,)? n’
On en déduit donc que :
lim 1- 2% =0
n—-+oo n
soit| lim In _ 11
n—+oco N
Probléeme 2
Partie | : étude d’une suite
1. (a) Soit n € N*.
sy A | 1
Hypr—Hy=Y - - = >0
i D k D k n+l
k=1 k=1
Ainsi, la suite (H,,) est .
(b) Soit n € N*.
i o 2n 1 n 1 2n 1
2n — Idn = T T = -
k=1 k k=1 k k=n-+1 k

. — 1 1
Par décroissance de la fonction inverse sur R, pour tout k € [n + 1,2n], % > o En sommant terme a terme pour k
n
allant de n + 1 a 2n, on obtient :

2n 1 2n 1 1

o n Hn = -2 5. — 3

2 Z L Z om 9
k=n-+1 k=n-+1

Ainsi, pour tout n € N*, m
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(c) La suite (Hy,)nen+ €tant croissante, il y a deux cas possibles :
i. Soit la suite converge et admet donc une limite £ € R,
ii. Soit la suite diverge vers 400 et donc admet 400 comme limite.

(d) Raisonnons par I'absurde : on suppose que (H,,) converge. Alors, en notant ¢ sa limite, on a, d'aprés le théoréme des

suites extraites, (Ha,) converge vers £. On en déduit que Ha, — H, —+> 0. Ainsi en passant a la limite dans 'inégalité
n—r+0oo

de la question 1.(b), on obtient

0> L
Ceci est évidemment une contradiction, donc la suite (H,,) ne converge pas. En conclusion, ( 11141;1 H, = +oo}
n—-+0o0
(e) i. On peut écrire la fonction suivante :
1 |def calcul H( n ):
2 H=20
3 for k in range (1, n+1)
4 H = H+1/k
5 return H

ii. On peut compléter le script comme suit :

def rang():
H=0
n=20
while H< 10x%x5
n = n+l
H=H+ 1/n
return( n )

~NOo o wWwN R

2. (a) Soit f la fonction définie sur | — 1, 4+o00[ par f(z) = 2 —In(1 + ). La fonction © — 1+ x est définie sur | — 1,400 et a
valeurs dans R7, la fonction In est dérivable sur R*. donc, par composition, z + In(1 + x) est dérivable sur ]—1, +oo]
et pour tout réel x > —1,

1 T
")=1— =
F@) 1+ 1+
Or, x +1 > 0 sur cet intervalle. On en déduit le tableau suivant :
x -1 0 +0o0
Signe de
— 0 -
f'(z)
Variations
de f
0

Ainsi, pour tout 2 > —1, f(x) > f(0) = 0. On en conclut que pour tout = €] — 1, 4+o0|, |In(1 + z) < x|

(b) Soit n € N*. D'une part, comme

€] — 1,400], on a, d'aprés la question précédente :

n+1
n+2 1 1
1 =In|(1 <
n(n+1) n(+n+1)\n+1
: 1 o , .
D’autre part, comme ———— €] — 1, 400[, on a, d’apreés la question précédente :

n+1

n 1 1
hl _— :ln 1 - — <_
n+1 n—+1 n—+1

Donc
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1
or —In ( i ) =In (i) on obtient alors :

n+1 n
1 gln(n—i_l).
n+1 n

En combinant les deux inégalités, on a bien le résultat souhaité.

(c) Montrons que les suites (uy),,>, et (vn),s; sont adjacentes. Soit n € N* :

2
® Upy1 —Up=Hpy1—In(n+2)—H,+In(n+1) = —In (n + ) > 0 d'apreés I'inégalité précédente donc
n

+1

n+1

la suite (uy), est croissante.
1

n+

1
® Upi1 — Uy = Hppr —In(n+1) — Hy, +1In(n) = T In <n + ) < 0 d'apres l'inégalité précédente donc la
n

suite (vy,),, est décroissante.

1
° Un—un:Hn—ln(n)—Hn—i—ln(n—i—l)zln(n+ ).Orona:
n

1 1
1n<n+ >1n<1+—),
n n

1 1
ona: lim —+1=1et limIn(x) =0 donc par composée de limites, lim In (n + > =0.
n——+oco N rz—1 n—-+00 n

En conclusion, les suites (uy),,~; €t (vn),,>; sont |adjacentes donc convergent vers une méme limite (notée ~y )]
= =

3. (a) Montrons par récurrence sur n € N* la propriété P(n) : « S, = Hap — Hy, ».
2 (_1)]{271

Initialisation d'une part, S1 = Z - =1-

L_1 t d'aut t
— = — € autre part .
L 272 urre P

Donc P(1) est vraie.
Hérédité soit n € N*. On suppose que P(n) est vraie. Montrons P(n + 1). Par définition :

2(nt1) k—1 2n+1-1 2n+2-1
-1 -1 -1 1 1
P G PRNCT G P S O
= k 2n + 1 2n + 2 2n+1 2n+2
Donc, d'apreés I'hypothése de récurrence :
1 1

SnJrl - HQn - Hn +

2n+1 2n + 2

Or
1 1 1 1 1

— = Hy, — H, + ——— —
mtl o2 n+1 2 S S T

Hopio — Hpp1 = Hoy +

n —

Donc P(n + 1) est vraie.
Conclusion le principe de récurrence assure que pour tout n € N*, S,, = H,,, — H,,.

(b) Par définition de la suite (v,,) on a, pour tout n € N*, H,, = v,, + In(n) donc pour tout n € N*,

Sp = von, + In(2n) — v, — In(n).

Ainsi pour tout n € N*, [Sn = Vgy, — Uy, + ln(Q)].

(c) On a montré a la question 2.(c) que la suite (v,,) converge vers . Donc d'aprés le théoréme des suites extraites, (vay,)
converge elle aussi vers . Ainsi 111}_1 (vor, — v,) = 0 et donc par somme de limites, la suite (S,,) [converge vers 1n(2)].
n—-+0o0
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Partie Il : formule d’inversion de Pascal

1. Soient i, k et n trois entiers naturels tels que i < k < n, ona:

(Z) (f) T —nli:)!k! (k —k !i)!i!

n!
T (= k)(k — )il
B nl(n —1i)!
 (n—9)(n—k)!(k—1)l!
n! (n —1)!
(n— )l (n — k)!(k —i)!
~nl (n—1)!

(=)l (n—k)((n—1i)— (n—k))!

()6

2.(a) Soitn e N, ona:

S0t ()= e () > (1)

(b) Soit n € N. D'aprés la formule du bindme de Newton, E (—1) (n B 2) =(1-1D""t=0"""
- J
J=0
Or 0"~ =0 pour i # n et 1 sinon, on a alors :

St ) -{ 0

n n— .
. n ; n—1 .
Autrement dit, dans la somme E ( ; )ui E (—1)/ ( j ) tous les termes sont nuls, sauf celui obtenu pour
i=0 i=0

<

. . n
t =mn qui vaut : ( )un00 = Up.
n

n
n
En conclusion, pour tout n € N, |u,, = Z(—l)"‘k (k:) V. |
=0

Partie Il : une application
1. Soit z € R* et n € N*. On reconnait la somme des termes d'une suite géométrique de raison 1 — z # 1, donc
n—1

S el (L Tt (et

— 1-(1—-x) x
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2. (a) La fonction f, est dérivable sur R et pour tout z € R,

R

Siz =0 alors f,(0) = (711) (—1)'0" = —n (donc la formule demandée est vraie pour = 0 ). Sinon :
@ =23 (ot =L (2 (1) o -1
" x k x k
k=1 k=0
Donc d'aprés la formule du binéme de Newton, pour tout x € R*,
1 n—1
fllx)y==((1—-2)"—1)=— Z(l — x)* d'aprés la question précédente
X
k=0
n—1
Conclusion : pour tout x € R, | f,(z) = — Z(l —x)*|
k=0

n—1 (1 . x)k+1

(b) Intégrons terme a terme la relation obtenue a la question précédente, la fonction z € R — Z T est une
k=0
primitive de f,, donc il existe un réel X tel que :
n—1
(1 _ m)k-q—l
Vo € R, = — 4 A
x fala) =D Tt
k=0
Comme on a clairement f,,(0) =0, on a :
- k+1 n—1 (1 _ 0)k+1 n 1
Z +>\:0donc)\:—zk7+1:72E:—Hn
—0 k=0 k=1
- S Las!
Conclusion : pour tout z € R, | f( kz_: T 1 —H, |

, . —1)k+1
(c) D’apreés la relation de la question précédente, f,,(1) = 0 — H,. Donc par définition de f,, | H, = (n) (it i

3. On reprend les notations de la question 2 : on pose donc ug = 0 et, pour tout k € N*, uy, =
n
n 1 N 1. .
On a donc, pour tout n € N, H,, = Z (k:) uy, (formule valable en posant Hy = 0 ) on a, d'apres la formule d'inversion

k=0
de Pascal, pour tout n € N,

un =31y (Z) i,

Autrement dit pour tout n € N* :

(="t zn: k(T
= (=" Hy,
n — k
Donc en multipliant par (—1)""!,
1 - n
i ( 1)2n+1k< >Hk
[t k

Enfin (71)2n+1—k — (71)271-5—1(71)—}% — 7(71)k — (71)k+1 _ (71)k—1.

1 n
Conclusion : pour tout n € N*, [ — =) (—=1)F! (n) HJ
n
k=1
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Probléme 3

1. On trouve Th(z) = 22% — 1, T3(z) = 42° — 3z et Ty(z) = 2z (42° — 3z) — (22 — 1) = 82" — 82 + 1.

2. Montrons par récurrence double que pour tout n € N, A(n) : « T,,(z) est un polynéme de degré n a coefficients entiers »
est vraie.

Initialisation pour n = 0,7p(x) = 1, donc Tp(x) est un polynéme de degré 0 a coefficients entiers, d'od A(0) est vraie.
Pour n = 1,Ty(x) = «, donc Ty (x) est un polynéme de degré 1 a coefficients entiers, d'ot A(1) vraie.

Hérédité : Soit n € N, on suppose que A(n) et A(n + 1) sont vraies. Montrons A(n + 2) est vraie.
Par définition, on a, d'une part :
Thi2(z) = 22T0 11 () — Ta(z)

et d'aprés |'hypothése de récurrence, 2z, T, (x) et T, +1(x) sont des polynédmes a coefficients entiers donc T}, 12(x) I'est
également.
D'autre part d'aprés |'hypothése de récurrence,

deg (22T, 4+1(x)) = deg(22) + deg (Thy1(z)) =1+n+1=n+2
et
deg (Tn(x)) = n # n+ 2 = deg (22T 41(2)) ,

donc :
deg (T 4(x)) = max (deg (26T, 1 (x), deg (To(x))) = deg (22T 41 () = n+ 2,
d'ot A(n + 2) vraie.
Conclusion pour tout n € N, T),(z) est un polynéme de degré n a coefficients entiers.
3. (a) Montrons par récurrence double que pour tout n € N, A(n) : « pour tout € R, T,(—z) = (=1)"T},(z) » est vraie.

Initialisation pour n = 0, pour tout © € R, Ty(—2) = 1 = (—1)°Ty(x), d’oti A(0) vraie.
Pour n = 1, pour tout z € R, T} (—x) = —z = (—1)'T(z), d'ots A(1) vraie.

Hérédité Soit n € N, on suppose que A(n) et A(n + 1) sont vraies. Montrons A(n + 2).
Soit z € R. D’aprés I'énoncé : Tyyo(—z) = —22T41(—x) — T, (—z). Donc d'aprés I'hypothése de récurrence :

Tpyo(—2) = —22(=1)" T (2) — (~1)"Ty(2) = (=1)" 22T () — (—1)" T (2)
Or (=1)"? = (=1)*(=1)" = (~1)" donc
Toyo(—2) = (_1)n+2 (22T 11 (2) — Ta(2)) = (_1)n+2Tn+2($)-

Donc A(n + 2) est vraie.
Conclusion pour tout n € N, pour tout « € R, T, (—x) = (—=1)"T,(z).

(b) La question précédente assure que la fonction T;, est de méme parité que n i.e. T;, est (une fonction paire pour n pair]

et [Tn est une fonction impaire pour n impair].

4. Pour tout P € R[z], on notera cd(P) le coefficient dominant de P.
Montrons par récurrence double que pour tout n € N*, P(n) : « cd (T,,) = 2"~ ! » est vraie.
Initialisation pourn =1, T} = x, donc cd (T1) = 1 = 2!, d’ot P(1) vraie.
Pour n =2, Ty = 22® — 1, donc ¢d (T1) = 2 = 227!, d’ott P(2) vraie.
Hérédité soit n € N*, on suppose que P(n) et P(n + 1) sont vraies. Montrons que P(n + 2) est vraie. Par définition, on
a:
Trv2(w) = 20Tns1 () — Ta(w)

et on sait que deg (T,,(z)) =n < n + 2 donc le coefficient dominant de T, 42(x) est celui de 227,41 (z).
D’aprés |'hypothése de récurrence, on obtient

cd (Tpy2) = 2¢d (Tpp1) = 2 x 2" = 2"+,

Dot P(n + 2) vraie.
Conclusion pour tout n € N*, le coefficient dominant de T}, (x) est 2"~ '.
5. (a) Montrons donc par récurrence double que pour tout n € N*, P(n) : « T,,(1) =1 » est vraie.

Initialisation pour n =1, T1(x) = z, donc T7(1) = 1, d'od P(1) vraie.
Pour n = 2, Ty(z) = 22% — 1, donc To(1) = 2 — 1 = 1, d’oti P(2) vraie.
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Hérédité soit n € N*, on suppose que P(n) et P(n + 1) sont vraies. Montrons P(n + 2) est vraie. Par définition,
Toia(@) = 20T 11 (2) — To(x)
donc, d’aprés |'hypothése de récurrence :
Toio(1) =2 x 1 x Tpyr (1) = Th(1) =2 —1=1
D'ot P(n + 2) vraie.

Conclusion pour tout n € N*, | T,,(1) = 1|.

(b) On utilise ensuite la question 3.(a) qui assure que pour tout n € N, [Tn(—l) = (—1)"].
6. (a) Soit n € N,

Unt2 = Thyo(x) = 20T 41 (2) — T () = 22Unq1 — Up.

(b) On peut proposer le script suivant :

1 |def tchebychev(n,x):

2 R=1

3 T=x

4 for k in range(n-2):

5 S=R

6 R=T

7 T=2xx*T-S

8 return T

(c) Soit x € R\[—1,1]. La suite (u,,) est une suite récurrente linéaire d'ordre 2 d’équation caractéristique (E) : 7* —2zr+1 =

0 d'inconnue r € R.
Son discriminant vaut : A = 42> — 4 = 4 (2 —1) > 0 car |z[ > 1. On en déduit que (E) admet deux solutions

./ 2 _
= 42(36 DoV Tetr=a+ Va1

Donc il existe deux réels \ et u tels que, pour tout n € N,

un:)\(x— x2—1)n+u(x+\/x2—1)n.

Déterminons A et p a I'aide des conditions initiales :

{A(w—\/w2—1)+u(w+\/:c2——1) —2 ‘:*{2u+1 —og Ve -170

NN VI

Conclusion : pour tout n € N, Eln =T,(z) = % ((m + Va2 — 1)n + (ac Va2 — 1)71)‘}

7.(a) On a cos(a+b) =cosacosb —sinasinb et cos(a — b) = cosacosb + sinasin b.

(b) En additionnant les deux égalités précédentes, on obtient :
1
cos(a) cos(b) = i(cos(a +b) + cos(a — b)).

8. (a) Soit § € R, montrons par récurrence double que pour tout n € N, P(n) : « T,,(cos(f)) = cos(nd) » est vraie.

Initialisation pour n =0, Ty = 1, donc Tp(cos(f)) =1 = cos(0 x 6), d’ou P(0) vraie.

Pour n = 1,71 = x, donc T3 (cos(d)) = cos(f) = cos(1 x 9), d’ot P(1) vraie.
Hérédité : soit n € N, on suppose que P(n) et P(n + 1) sont vraies. Montrons P(n + 2) est vraie.
Trt2(cos(0)) = 2cos(0)Th41(cos(0)) — T, (cos(6))
= 2cos(f) cos((n + 1)8) — cos(nf) d’aprés I'hypothése de récurrence

cos((n 4 2)0) 4 cos(nh) — cos(nf) d'aprés la question précédente
= cos((n + 2)0)

D'ot P(n + 2) vraie.
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Conclusion pour tout 6 € R, pour tout n € N, T,,(cos(6)) = cos(nf).

(b) On a montré a la question 8.(a) que T, (x) vérifie bien : V0 € R, T, (cos(d)) = cos(nf). Supposons qu'il existe un
polynéme S, (x) tel que VO € R, S,,(cos(0)) = cos(nd).
Posons alors Ry, (x) = Sp(x)—Ty (). Pour tout § € R, Ry, (cos(0)) = Sy (cos(8)) —Ty(cos(0)) = cos(nf)—cos(nd) =0,
donc R, (z) admet une infinité de racines (tous les réels de [—1,1] ), donc R,(x) = 0, donc S, (z) = T,(z), d'ou
['unicité .
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