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Chapitre 1

1 Exercice 2

1. AnB={2}; AUB={1,2,4}, AnNB=1{3}, AUB={1,2,3}, A\ B= {1}, B\ A = {4}.
2. ANB=12;3]; AUB =] —oc0;+0[=R, ANB =0, AUB =] —00;3] = A, A\ B =] — 00;2[, B\ A =|3;+00].

3. ANB=N"; AUB=N, AnNB=7Z\N, AUB =NU| — 00;0], A\ B = {0}, B\ A =]0; +oo[\N*.

2 Exercice 3

1. AnB)U(CND)=1{3,4,5}
2. (AUC)N(BUD) =1{2,3,4,5,7}
3. (AND)N(BUC) =10

3 Exercice 6

On a

P(E) = {0, {a}, {b}{c}, {d}, {a, b}, {a, c}, {a, d}, {b, ¢}, {b, d}, {c, d},

4 Exercice 7

1. Ona ANBCA donc AU(ANB) =
2.0naACAUB,donc AN(AUB) =

5 Exercice 8

{a,b,c} {a,b,d}, {a, ¢, d}, {b,c,d}, {a,b, ¢ d} |

A d'aprés le cours.

A d'aprés le cours.

1. Les éléments de AAB correspond a I'ensemble des éléments qui sont soit dans A, soit dans B, mais pas dans les deux. Sur

un diagramme de Venn, cela donne :

2. On procéde par double inclusion.

AAB

e AABC (ANB)U(BNA) :soitz € AAB. Alors, v ¢ AUBetx ¢ ANB. Donc, v € Aoux € Betx ¢ ANB.Si
x € A, alors 2 ¢ B car sinon on aurait z € AN B ce qui est exclus. Donc, z € AN B. De méme, siz € B, alors z ¢ A
donc, » € BN A. Bref, z € (AN B) U (BN A). Ce qui montre la premiére inclusion.

e (ANB)U(BNA)C AAB :soitz € (ANB)U(BNA). Alorsx € ANBouz € BNA.Siz € ANB, alorsz € AUB
(puisque 2 € A) mais z ¢ AN B (puisque = ¢ B). Donc, z € AAB. De méme, si x € BN A alors 2 € AAB. Ce qui

montre la deuxiéme inclusion.
3. Ona:

4. D'une part, on a :

e AANA = (ANAUANA) =0Ud=10
e AAD = (ANAUDNA) =AUP=A
e AAE = (ANDU(ENA) =pUA=A

e AAA=(ANA)U(ANA)=AUA=F

(AAB)NC = ((ANB)U(BNA)NC=(ANBNC)U(BNANC)
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ECG1, mathématiques Correction TD 9 : Ensembles et applications Chapitre 1

D'autre part,
(ANC)A(BNC)=(ANCNBNC)U(BNCNANC)
Ancn( BUC))U(BHCH(ZUU))

(
(AmCmB (AmCmU))u((BmCmZ)u(BmCmU))
((AnBnT)uo)U((BNANC)ULD)
=(ANBNC)U(BNANC)=(AAB)NC

Ce qui démontre bien I'égalité demandée.

6 Exercice 9
1. On procéde par équivalence. Soit x € E. On a :

€(ANB)\C <= z€ANnBetx ¢ C
< x€AetxeBetx¢C
< (rcAetx¢C) et (xeBetz¢()
< zc€A\CetzxeB\C
— € (A\C)N(B\O)

Ainsi, on a bien (ANB)\ C = (A\C)N(B\C).

2. On procéde de nouveau par équivalence. Soit x € E. On a :

€ (AUB)\C < z€ AUBetx ¢C
< zrzc€AouzxeBetz¢C
<« (r€Aetz¢C)ou(xe€Betzx¢)
<— rz€A\CouzeB\C
— ze(A\C)U(B\QC)

Ainsi, on a bien (AUB)\ C = (A\C)U(B\C).

7 Exercice 10

On procéde par double inclusion.
e AC B :soit (x,y) € A. Alorsonadx —y=1. Posonst =2 — 1 € R, de sorte que z =t + 1. Puisque 4z —y =1, on a
y=4x—1=4(t+1)—1=4t+ 3. Ainsi, on a (z,y) = (¢t + 1,4t + 3) avec t € R. Donc, (z,y) € C.
e B C A :soit (z,y) € B. Alors, il existe t ¢ Rtel quex =t+ 1ety=4t+3. Dés lors, 4o —y =4(t +1) — (4t + 3) =
4t +4 — 4t — 3 = 1. Ainsi, on a bien (z,y) € A.

8 Exercice 11

1. On procéde par double inclusion.

+oo
1 1 1
e {1} C ﬂ [1 — —;n} : Il est clair que pour tout n € N*, on a1 — — < 1 < n. Autrement dit, 1 € [1 — —;n} pour
n n n
=1
tout n € N*. C'est-a-dire 1 € ﬂ {1 — —;n}.
n
n=1
= 1 = 1 1
° ﬂ {1 — —;n} C {1} : Soit z € ﬂ {1 — —;n}. Alors = € [1 - —;n} pour tout n € N*. Autrement dit, pour tout
n=1 n n=1 n n

1 . . . . .
n € N* onal— — <z <n. Enprenant n = 1 dans I'inégalité de droite, on obtient < 1. Par ailleurs, en faisant
tendre n vers +00 dans I'inégalité de gauche, on obtient z > 1. Ainsi, x =1, i.e z € {1}.

2. On procéde également par double inclusion.

Lycée Charles de Gaulle, Caen 3/8 (© M. Fontaine
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“+oo
1 1
e R, C U {1 — ﬁ;lJrn} : Soit ¢ € R4. Si x € [0;1], alors en prenant n = 1, on a bien z € {1 — E;nJr 1]. Sinon,
n=1

posons n = [x] € N*. On a alors x < n + 1. Par ailleurs, x > n donc par décroissance de la fonction inverse sur R,

<
1 | 1 1 L . . L, .
ona — < —. Ainsi, z+ — > x+ — > 1 (la preuve de la derniére égalité est élémentaire et laissée au lecteur). Ainsi, on
r n n x
+oo

1 1
a bienxz € [1 - —1 +n}. Ainsi, pour tout z € Ry, il existe n € N* tel que = € U {1 - —1 —l—n] Donc, on a bien
n n
n=1
+o0 1
R .
Ny [1 n,l—l—n}
n=1
i 1 i 1 1
° U [1——;1+n} CR; :soitz € U [17—;1+n} Alors, il existe n € N* tel que = € [17—;1+n}. En particulier,
n n n
n=1 1 n=1
z>1——2>0.Donc, x € R;. Donc, on a bien
n
+o0 1
U {17—;1+n} CR,
n
n=1

9 Exercice 15

1
Tout d'abord, pour tout z € R\ {2}, :r_+2 e R\ {1}, e f(z)eR\{1}.
T —

On fixe ensuite un y € R\ {1} et on résout I'équation f(x) =y :
z+1
T —2
<= r+1l=2y—2y
— z(l—-y) =-1-2y

142
_ 1t cary #1

y—1

. 142 _ : 142
Il reste a vérifier que x = +2y € R\ 2. Raisonnons par |I'absurde et supposons que z = + 1y
_ y—

soit 1 = —2. Absurde. Ainsi, pour tout y € R\ {1}, il existe un unique z € R\ {2} tel que f(z) = y.
On a bien montré que la fonction f réalise une bijection de R\ {2} dans R\ {1}. De plus, pour tout y € R\ {1}, on a:

=y <= z+1=y(z—-2) carx # 2

fx) =y <=

— T

=2.0naalors: 142y =2y—2

2y +1
—1 -
=)= -1
10 Exercice 16
' 2 2 2 2 a? -3 1 2 2 1
Tout d'abord, pour tout z € R_, ona —62° < z° donc —62°—3 < 2°—3 donc —3 < met -3< idoncz -3<z +§
x
22 -3 1
donc ——— < =
202 +1 22
-3 1 1
Autrement dit, ;ﬂﬁ € {3,5{, ie. p(x) € {3,5{
. . 1 , . .
On fixe ensuite un y € —3,§[et on résout I'équation p(z) =y :
(z) = v 3 — 22 -3=y(22® +1) car 222 +1#0
x) = = -3 =y(2z T
@ Y 1Y y
— 22 -3=2y+y
— 2’(1-2y)=y+3
o Yy+3 1
A = —
T =y cary;«fé2
<— r == y+3 car y+3>0
1—-2y 1—-2y
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1
Ainsi, pour tout y € [—3, 3 [ il existe un unique xz € R_ tel que f(z) = y.

1 1
On a bien montré que la fonction f réalise une bijection de R_ dans [3, 5 { De plus, pour tout y € {3, 3 { ona:
1 _ Y+ 3
=W =1 N

11 Exercice 17

f étant définie de R\ {—1} dans R\ {—1}, f o f est bien définie pour tout z € R\ {—1}. Soit z € R\ {—1}. On a:

1 - f(x) 1-i7%

@] xTr) = =
fofl@) 1+ f(z) 14352
14+z—1+x

_ 14+x
- 14z4l1—=z
1+x
2x
= — =T
2

Ainsi, fo f =Id donc f réalise une bijection de R\ {—1} dans R\ {—1} et f~! = f.

12 Exercice 19

1. Soit y €]3,4[, on cherche z € R} tel que f(z) =y). Ona:

3r+1
f@)=y = ——F =y
— 3Jrx+4=zy+y
= z(3-y)=y—4
y—-
3-y

— = car3—y#0

. -1 .
Il reste & veérifier que x = g— €RY. Commey €]3,4[, y —4<0et3—y <O0ainsi z > 0.
-y

—4
L'application f réalise bien une bijection de R’ vers ]3,4[ et on a pour tout y €]3,4[, f~'(y) = g—
-y
2. Soit y € R, on cherche x € R tel que g(z) =y. On a :
g(@) =y = =y
2c+1=1In(y) cary>0
1 _
T = 711(34) L eR
2
In(y) —1

Ainsi I'application g réalise bien une bijection de R vers R et on a pour tout y € R, g Hy) =

3. On remarque fog = h.
4. Comme f et g sont bijectives, on en déduit que h est bijective et ona h=! = g~' o f~1. Ainsi pour tout y €3, 4],

y—4

i =o (3= - ln(f)l n(52) -3

13 Exercice 20

Les fonctions z — e” + 1 et & — 2e® — 1 sont dérivables sur R et pour tout € R, €* + 1 # 0 ainsi f est dérivable sur R.
Soitz €R,ona:
2e”(e” +1) — (2¢” —1)e®  2e” +e* e’ >0
(e” 4+ 1)2 B (e” +1)2 B (e” +1)2 )

fz) =

Lycée Charles de Gaulle, Caen 5/8 (© M. Fontaine



ECG1, mathématiques Correction TD 9 : Ensembles et applications Chapitre 1

La fonction f est donc strictement croissante sur R. De plus, elle est continue car dérivable. Ainsi d'aprés le théoréme de la
bijection, f réalise une bijection de R vers f(R).
Déterminons f(R). Pour cela calculons lim f(z) et lim f(x).

T—r—00 T—r+00

On sait que lim e” = 0 donc par opérations sur les limites lim f(z) = —1.
xT——00

r——00

La deuxiéme limite est, a priori, une forme indéterminée, factorisons |'expression par le terme prépondérant, on a :

_ef(2—e?) 2—e77
flw) = e?(1+e ) 14e®

Or lim e™® =0 donc par opérations sur les limiteson a: lim f(z) = 2.

Tr—r+0o0 Tr—r+o0

On en déduit que f(R) =] —1,2].

Pour déterminer I'expression de sa bijection réciproque, il nous faut résoudre une équation. Soit y €] — 1, 2[, on cherche x € R
tel que f(z) =y. Ona:

2e” —1
= = =
flx) =y il Y
= 2" —1=ye" +y
— "2-y)=y+1
1
@emzﬁ car2—y#0
2-y
1 1
<— z=In yt carye]—l,Z[etdoncy+ >0
2 - 2y
1
On a donc pour tout y €] — 1,2, f~'(y) =In (ZL)
-y

14 Exercice 21

La fonction f est dérivable (donc continue) sur l'intervalle [0; 1] comme somme de fonctions dérivables sur [0;1] et pour tout
x€[0;1],ona:

1 1—x
!
= — — 1 =
On en déduit le tableau de variations suivant :
x 0 1
f'(x) + 0
1
f /
0

Ainsi f est strictement croissante sur [0; 1] et continue donc f est une bijection de [0; 1] dans [f(0); f(1)] = [0; 1].

15 Exercice 22
1. f est dérivable sur R et pour tout x € R, on a
fl(x) =e® +xe” = (x+ 1)e”.

Ona lim f(z)=+oo et par croissances comparées, on a lim f(x) =0
T—r+00 T——00

On peut donc construire le tableau suivant :
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T —00 -1 +00
f(@) - 0 +
0 +o0
f \ B /
—e

2. D'aprés ses variations, la fonction f admet un minimum global qui vaut —e~!. Donc —1 n’a pas d'antécédent par f, et f
n’est pas bijective.
3. f est strictement croissante et continue sur [—1; +oo[. De plus, f(—1) = —e ! et Emf = +o00.
o0
Ainsi, f réalise une bijection de [—1; +oo[ sur J = [—e™*; +o0].

4.(a) fest strictement croissante sur [—1; +oo[ car f |'est. Donc sa bijection réciproque |'est aussi.

lim (/)" (z) = () (") = -1, lim ()~ (x) = +oc.

z——e~ 1 T—+00
(b) N
() (=e ) =-1
£(0) = 0 donc (f)(0) = 0, donc N
(') =0
f(1) = e donc (f)(1) = e, donc
(HMe) =1

(c) f est une bijection continue strictement monotone. De plus, elle est dérivable sur [—1;4occ[ et on a :
F(-1=0, Va>-1, f'(z) >0

Donc (f)~" est dérivable sur D =] — ¢~ !; +00[ et n'est pas dérivable en —e¢~! (Sa courbe représentative admet une
tangente verticale au point d'abscisse —e™!).
On a de plus, pour tout y € D,

On a donc (f~1)(0) = Oieo =1.
P—1\/ - 1 o i
ot (FY ()= =5

16 Exercice 23

1. f est dérivable sur R’} et pour tout z € R’ , on a
1
fl(x)=2x=+1x1In(z) =In(x) + 1.
x

fl(x) >0 <= In(z) > -1 <= =z > e ' car exp est strictement croissante. Ainsi, f’ est strictement positive sur
Je™*, +ocl. Elle est de plus nulle en e™*. Donc f est strictement croissante sur [e~*, +o0o[. Comme elle est aussi continue,
f réalise une bijection de [e™!, +o00[ vers f([e™!, 4+-00]).

On a Igr}rloof(x) = tooet f(e™') = —e~!. Donc f réalise une bijection de [e™*, +oo[ vers [—e ™!, +oo] .
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2. La restriction de f a [e™!, +o0[ est une bijection strictement monotone. Elle est dérivable et sa dérivée ne s’annule qu'en
e!. On en déduit que g est dérivable sur I =] —e™*, +-00[. Elle n'est pas dérivable en —e™! (sa courbe admet une tangente
verticale au point d'abscisse —e™!).

3. Pour tout z € I,
1 1

90) = T@) ~ T @)

4. Les fonctions g et In sont dérivables sur leurs domaines de définition, donc par opérations sur les fonctions dérivables, ¢’
est dérivable sur I, c’est-a-dire que g est deux fois dérivable. On a alors, pour tout = € I,

9@ = T he@? ~ @)

5. g(e) est I'unique solution de f(z) = e d'inconnue x € [e™!, +00[. Or, f(e) = e, donc g(e) = e.
On a donc ¢'(e) L ! L

1 + In(g(e)) T +1In(e) 2
! 3 —1
D’apreés la question 3, ¢”(e) = % =%
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