ECG1, mathématiques Correction du TD 6 Chapitre 6
Correction partielle du TD 6 : Calcul matriciel
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ECG1, mathématiques Correction du TD 6 Chapitre 6

1 Exercice 2

On a
1 0 -1 10 0 10 -1 2 0 0 -1 0 -1
X-2L=[-12 3|-2l0o10]=(-12 3|-f02o0|=(-10 3
11 1 00 1 11 1 0 0 2 11 -1
-1 0 -1 1 0 1
~(X-2)=-(-10 3|=[1 0o -3
11 -1 -1 -1 1
10 0 10 -1 10 0 2 0 -2 -1 0 2
L-2x=(010]-2(-12 3|]=[010]-[-24 6|=(2 -3 —6
00 1 11 1 00 1 2 2 2 2 -2 -1
10 0 1 0 -1 0 0 1 0 0 4
ML-X)=4|[0 1 o) -(-1 2 3||=4{1 -2 —2]=[4 -8 -8
00 1 11 1 -1 -1 0 4 —4 0
2 Exercice 3
Ona:
, (4 8\ (4 8\ _ (24 48
'A_(12 1 2) 7 \6 12
4 8\ (3 9 20 44
'AB_(1 2)(1 1)_(5 11)
> (3 9\ (3 9\ _ (18 36
'B(11 1 1)~ (4 10
Donc,
) , (24 48 20 44\ (18 36) (82 172
A+2AB+B<6 12) 725 1) T4 10) T \20 a4
. 4 8\, (39 717
Par ailleurs, A+ B = (1 2) + (1 1) = (2 3) et donc
717\ (7 17 83 170
2 _
A+5) (2 3><2 3> (20 43)
Ona A? +2AB + B? # (A + B)? donc AB # BA.
3 Exercice 4
2 5 0 1 -1 12 -2
4.(3 6 3| x(2 0]=[24 12
41 2 3 5 12 6
1 0 5 2 7 8 22 32 38
5. 02 -1 6| x [0 2 3|=(28 42 49
3 4 7 45 6 34 64 T8

4 Exercice 9

Soit n € N*, rappelons que toute matrice symétrique B € M,,(R) vérifie ‘B = B.
1. Soit A € M, (R), ona:
"(PAA) = A" ("A) = 'AA

Ainsi la matrice ‘AA est bien symétrique.
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ECG1, mathématiques Correction du TD 6 Chapitre 6

2. Soit X une matrice symétrique alors on a :
"IAX + XA) = "("AX) + {(XA) = X" (*4) + 'A'X = XA+ 'AX car X est symétrique.

Ainsi la matrice ‘AX + X A est bien symétrique

3. Soit X un matrice antisymétrique, on a :
"PAX + XA) = "('AX) + (X A) = X' (*4) + "A'X = —XA— "AX = —("AX + X A) car X est antisymétrique.

Ainsi la matrice “AX + X A est bien antisymétrique

5 Exercice 10

1. On utilise ici la méthode de Gauss-Jordan :

2 3 1]1 0 0 23 1]10 0

3 6 2(0 1 o) 223 g o —1]0 1 -3

1 2 1]l0 0 1 1 2 1]/0 0 1
23 1]10 0 23 1110 0
Le2lotla, | g g 1|0 1 —3| fele 7 3|10 2
0 7 3|10 2 0 -1/0 1 -3

—_—F— | 0 7 0|1 3 -7

0

0
-2 3 1 ]1 0 O -2 3 0|1 1 -3
Lo+ Lo+3L3 Li+Li+L3

0O 0 —-1(0 1 -3

L1+T7L1—3L> 0 7 0
e

[
w

0
0
9 1
L+ L _Z -
140 04 —2 0\ —= (L0 O0p—2 70
77 LQH%LQ 3
‘—_% ?

1
1 0| = -1
0 0 -1|0 1 -3/ L. _p. 7
’ o 01,0 -1 3
2 1
—Z - 0
T T
Donc, la matrice A est inversibleet A=t = 1 3 1
7 7
o -1 3
2. On utilise ici la méthode de Gauss-Jordan :
2 2 —-1|1 0 O 2 —-1(1 0 0
2 -1 2|0 1 o)yl -3 3 |-11 0
-1 2 2 10 0 1 -1 2 2 0O 0 1
2 -1 1 0 0 2 2 =111 0 0
Loc2latli, 1o =3 3 | -1 1 o ke fg 3 3 |1 1 0
0 6 3 1 0 2 0 O 9 | -1 2 2
2 2 -1 1 0 O 18 18 0| 8 2 2
Locdbezlo, g —9 0 | —2 1 —2| Btls g 9 9| 2 1 —2
0 O 9 -1 2 2 0 0O 9|-1 2 2
2 2 -1
L1<—%L1 1 0 0 - — —
0 04 4 -2y — 5 % 9
melbfRe (09 0 -2 1 2] Bomblg o) o = S
0 0 9 -1 2 2 LSF%LS 0 0 1 1 ) )
9 9 9
2 2 -1
9 9 9
. . . 2 -1 2
Donc, la matrice B est inversible et B~ = "
9 9 9
1 2 2
9 9 9
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ECG1, mathématiques Correction du TD 6 Chapitre 6

3. On utilise ici la méthode de Gauss-Jordan :

1 -3 1|1 0 0 1 -3 —1]1 0 0
2 7 200 1 o 22l g 1 9|2 1 0
3 2 3000 1 3 2 3]0 0 1
. 1 -3 -1]1 0 0 3 -1l 1 0 o0
Lacle3li tg 1 o | 2 1 of ettty 1 g | 2 1 0
0 11 6 |-3 0 1 0 0 6 |-25 —11 1
bonap, (6 718010 1y 600 0 17 T 1
Liebhitls g 1 o 2 1 o B8 0 4 o 2 1
0 0 6|-25 —11 1 00 6|-25 —11 1
7 7 1
P L
01 0| 2 1 0
L3+ ¢ Ls
25 11 1
00 "% "% %
17 7 1
6 6 6
Donc, la matrice C est inversible et C~! = 2 1 0
25 11 1
6 6 6

4. La matrice est de taille 2, on peut donc directement utiliser la formule du cours pour les matrices de taille 2. On a
ad—bc=2x1-3x(—1)=2+3=5%#0. Donc, D est inversible et

1 3
pi—_1 d —by _1/1 =3\ 5 5
ad —bc \—c a 5\1 2 12
) )
5. La matrice E est diagonale, avec ses coefficients diagonaux non nuls. Donc E est inversible et :
1
-1 (1) 0 -1 0 0
El=l0 = o0]-= 1
_3 3
1 0
0 0 T
6
6. On utilise ici la méthode de Gauss-Jordan :
-1 1 1|1 0 1 1|1 0 0
0 -2 2]0 1 of 2=ttt g 2 210 1 0
1 1 1]0 0 1 0 2 211 0 1
-1 1 1j1 0 0 -1 1 1} 1 0 0
Lotbotle, 1 g —2 2|0 1 o) 2222228 [ g 4 0] -1 1 —1
0 0 4|1 1 1 0 0O 41 1 1
-4 4 0| 3 -1 -1 -4 0 0 2 0 -2
bidhzlbe o 4 0] -1 1 1) 2ERF g 4 0] -1 1 -1
0 0 4] 1 1 1 0 0 4} 1 1 1
L 1L 1 0 L
1< —z141 —_— -
2 2
1 1 -1 1
L2<— L2
010 - = -
Lt [
3¢ 3
1] = >z
00 4 4 4
-1 1
—~ 0 =
2 2
. . . 1 -1 1
Donc, la matrice F' est inversible et FF7" = - -
4 4 4
1 1 1
4 4 4
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ECG1, mathématiques Correction du TD 6

Chapitre 6

7. On utilise ici la méthode de Gauss-Jordan :

2 =2 171 0 O 2 -2 1 1 0 0
2 -3 20 1 o) 2Etu o -1 1]-1 10
-1 2 00 0 1 -1 2 0| 0 0 1
-2 1 1 0 0 2 =2 1 1 0 0
Loe2botli, 1o 1 1| -1 1 o) kel g 1| -1 1 0
0 2 1 1 0 2 o 0 3|-1 2 2
2 =2 1 1 0 6 -6 0| 4 -2 -2
LaBlarlo g 3 0| -2 1 Lshirls fg 3 0] -2 1 -2
0o 0 3|-1 2 O 0 3|-1 2 2
4 -2 1
Li—%Ly 1 0 0 - - =
6 0 08 —4 2\ — 5 33
faehiz2le fg 3 0| -2 1 —2| Pee=sle g o 20 = 2
- — 3 3 3
- O 0 1|— = =
3 3 3
4 -2 1
3 3 3
. . . 2 -1 2
Donc, la matrice G est inversibleet G =] = — =
3 3 3
-1 2 2
3 3 3
8. La matrice H est diagonale, avec ses coefficients diagonaux non nuls, donc H est inversible et
1 1
Z 0 z
H'=|4 4 |=|* 01
0 — 0 —
) 5
6 Exercice 11
1.(a) Ona:
1 1 -2 1 1 -2 4 4 0
A2=-1 -1 2 |x|[-1 -1 2|=|-4 -4 0
-2 =2 0 -2 =2 0 0 0 0
4 4 0 1 1 -2 0 0 O
AB=A’xA=[-4 -4 0] x|[-1 -1 2 |=|0 0 0| =04
0 0 O -2 =2 0 0 0 O

(b) Supposons, par I'absurde, que A est inversible. I existe alors une matrice B telle que Ax B = B x A = I3. On a alors;

(AB)? = I3 = I3
Or, puisque A et B commutent, on a
(AB)® = A*B® =03 x B* =03
Ainsi,
03 =13
ce qui est bien siir absurde.
Conclusion : La matrice A n'est pas inversible.

2. (a) En développant le produit, on obtient :

(I-A)I+A+A)=T+A+ A2 -A-A*-A=1

(b) I — A est donc inversible d'inverse (I — A)™' =1+ A+ A%

3. Ona:
(IT+A(I-A+A)=T-A+ A2+ A- A2+ A3 =1

donc I + A est inversible d'inverse (I + A)~' =1 — A + A%,
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ECG1, mathématiques Correction du TD 6 Chapitre 6

7 Exercice 12

1. Ona:
1 -3 2 1 -3 2 -6 9 —4
A2=1-1 2 0 ]x|-1 2 o}|=-3 7 -2
-5 9 -3 -5 9 -3 1 6 -1
-6 9 —4 1 -3 2 5 0 0
ABB=A’xA=|-3 7 =2|x[-1 2 o0o]|=[(0 5 0)=5
1 6 -1 -5 9 -3 0 5 0

69 4
-6 9 —4
A*:é -3 7 2| = fg ? ,?
1 6 -1 P g7
5 5 5
2. Ona:
1 1 0 1 1 0 0 -1 1
B=|-1 -2 1|x[-1 =2 1]=1]0 1 -1
-1 -2 1 -1 -2 1 0 1 -1
0 -1 1 1 1 0 0 0 0
B3=B*xB=|0 1 -1]x|-1 =2 1]=10 0 0
0 1 -1 -1 -2 1 0 0 0

Supposons, par I'absurde, que B est inversible. Il existe alors une matrice A telle que B x A = A x B = I3. On a alors;
(BA)? =13 = I

Or, puisque B et A commutent, on a
(BA)? = B3A® = 03 x A® = 03

Ainsi,
03 = I3
ce qui est bien siir absurde.
Conclusion : La matrice B n’est pas inversible.
8 Exercice 13
1.(a) Ona:
2 -1 2 2 -1 2 -3 1 -3
A>=|5 -3 3 |x[|[5 -3 3|=|-84 -5
-1 0 =2 -1 0 =2 0O 1 2
-3 1 -3 2 -1 2 2 0 3
AB=A*xA=|-8 4 -5|x|5 -3 3|=|9 -4 6
0o 1 2 -1 0 =2 3 -3 1
Enfin,
-2 0 -3 -9 3 -9 6 -3 6 1 00
—A3 342 -34=|-9 4 —6|—-|-24 12 15|15 -9 9 |=(0 1 0] =1
-3 3 1 0 3 6 -3 0 -6 0 0 1

(b) On vient de voir que —A3 — 34% — 3A = I3. En factorisant par A a gauche de I'égalité, cela donne :
Ax (—A? —3A-313) =15

Donc, A est inversible et A7 = — A% — 34 — 31I5.
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ECG1, mathématiques Correction du TD 6 Chapitre 6

(a) Ona:
1 0 2 1 0 2 3 —4 2
A2=[0 -1 1|f0 -1 1]=[1 -1 -1
1 -2 0 1 -2 0 1 2 0
3 —4 2 1 0 2 5 0 2
AP=A’xA=[1 -1 —1|x|[0 -1 1]=]0 3 1
1 2 0 1 -2 0 1 -2 4
Et donc,
5 0 2 1 0 2 4 0 O
A—A=[0 3 1]—-(0 -1 1|=10 4 0] =4I
1 -2 4 1 -2 0 0 0 4
(b) On vient de voir que A* — A = 41I3. En factorisanr par A a gauche, on obtient :
A(A? — A) =413
Donc, )
AxZ(AQ—A):Ig
1
Donc, A est inversible et A™! = Z(AQ —A).
9 Exercice 14
1. Commencons par calculer C? et C3, on a :
0 « ay @ vy Ba+ ary?
C*=10 B a+pBy| eC®=(8 a+pfy B+ay+p
1y B+9° v B+7 a+28y+7°

On effectue alors le calcul C® — vC? — BC — a3 et on obtient bien la matrice nulle.

2. Supposons « # 0, on a alors :
C3 —~C? - BC = als

soit
0(02 —~C — BI3) = als

soit 1
C x —(02 —’}/C — ﬁ[3) = I3.
«

Ainsi la matrice est inversible et son inverse vaut :

L1, 1 (8 a0
Cl=—(C*—~C-pI3)=—|— 0 «
@ “\1 0 0

3. Supposons que « = (. Raisonnons par |'absurde et supposons que C' est inversible. On a alors :
C(C* — ~C — BI3) = 03.

Or comme C est inversible, cela implique que : C? — vC — I3 = 03 soit

g 0 ay
C*=7C+pBlz= |y B 2B
0 v ¥*+8

En identifiant avec les coefficients de C?, on obtient notamment 1 = 0, ce qui est absurde donc C' n’est pas inversible.
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ECG1, mathématiques Correction du TD 6 Chapitre 6

10 Exercice 15

a x
Soit Y = | b | une matrice de M3 ;(R). Pour tout X = | y | € M31(R), on a les équivalences :
c z
2 2 3 T a
AX =Y = 1 -1 0 y|l =10
-1 2 1 z c
2z + 2y + 3z = a
< xr — Y = b Lo+ Lo+ Lg
-z + 2y + z =
2 4+ 2y 4+ 3z = a
<~ Yy + yA = b + c L3 <— 2L3 —+ L1
-z + 2y + z = c
20 + 2y 4+ 3z = a
<~ y + =z = b + ¢ L3+ L3 —6Lo
6y + 5z = a + 2c
2 + 2y 4+ 3z = a
= y o+ oz = b + ¢
- z = a — 6b — 4c
2 4+ 2y 4+ 3z = a
= Y = a — 5b — 3¢
z = —a 4+ 6b + 4c
2z = 2¢ — 8 — 6c
— Y = a — bbb — 3¢
z = —a + 6b + 4c
r = a — 4b — 3c
= y = a — bb — 3c
z = —a + 6b + 4c
x 1 -4 -3 a
= |y|l=11 -5 -3 b
z -1 6 4
1 -4 -3
Finalement, la matrice A est inversible et son inverse est donné par A== | 1 -5 -3
-1 6 4

11 Exercice 16

1. Pour démontrer que cette matrice est inversible et calculer son inverse, on peut soit utiliser | méthode de résolution d’un
systéme linéaire, soit utiliser la méthode de Gauss-Jordan.
On utilise ici la méthode de Gauss-Jordan :

-3 1 211 0 0 — 1 211 0 0
1 -1 2|0 1 of 22t g 2 8|1 3 0
-3 4 -=-8|0 0 1 -3 4 -8|0 0 1
-3 1 2 1 0 0 — 1 2|1 0 O
L3<+L3z—L, 0 -9 8 1 3 0 m 0 -2 8|11 3 0
0 3 —-10|-1 0 1 0 0O 41 9 2
3 1 2/1 0 0 6 2 0|1 -9 -2
Lo+Lo—2L3 0 2 0l -1 —15 —4 Li+2L1—Ls 0 —2 0l =1 —-15 -4
0 0 4| 1 9 2 0 0 4| 1 9 2
Li-=5Li /1 0 0
-6 0 0 0 —-24 -6
Li<Li1+L> 0 —2 0| =1 =15 -4 L2<*%2L2 0 1 0

Bl | = O
oo | e
N = N

Lycée Charles de Gaulle, Caen 8/14 (© M. Fontaine



ECG1, mathématiques Correction du TD 6 Chapitre 6

0 4 1
1 15
Donc, la matrice P est inversibleet P~' = | 5 & 2
T8
4 4 2
T 4
2. %it X =[y| eM3i(R)etB=[—-2]|.0na:
z 4
-3 + y + 2z = 4
r — y + 22 = -2 <= AX=B <= X=A"'B
—3x + 4y — 8 = 4

Pour trouver la solution du systéme (S1), il nous suffit donc de calculer X = A™'B :

0 4 1 4

x 1 15 4
(= 2 20 5 _|-5
717 3 )7 e
z __14 ——
1 4 2 2

3

L'unique solution du systéme (S;) est donc (z;y; 2) = (—4; —5; 75)
De méme, pour calculer la solution du systéme (S3), il nous suffit de faire le calcul suivant :

0 4 1 3
1 15 1 13
Z Z 9 ol = | =
tsoaf\s) |1
4 4 2
v . . 13 7
L'unique solution du systéme (S2) est donc (z;y;2) = (3; 5 Z)

12 Exercice 20

) 0 -1
1. SO|tA<1 O).Ona.

Ainsi,
e sin=4k avec k € N, alors A" = I.
e sin=4k+1, avec k € N, alors A" = A.
e sin=4k+2, avec k € N, alors A" = —1I.
e sin=4k+ 3, avec k € N, alors A" = —A.

1 0 1
2. SoitA=(0 0 0].0Ona:
1 0 1
2 0 2 4 0 4 8 0 8
A*>=10 0 0| 4*=10 0 0] A'=[0 0 0
2 0 2 4 0 4 8 0 8
2n—1 0 2n—1
Il semblerait que pour tout n > 1, on ait A™ = 0 0 0 |. Démontrons cette proposition par récurrence.
27’7,71 0 27171
27’7,71 0 27171
Notons P,, la proposition : « A" = 0 0 0 ».
2n—1 0 2n—1
Initialisation (n =1):
10 1 2=t o 2t 10 1
Al=A=10 0 0 et 0 0 0 |]=|000
101 217t o 2!t 101

donc P; est vraie.
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Chapitre 6

Hérédité : Soit n un entier quelconque dans N*. Supposons P,, vraie et montrons que P, 41 est vraie. On a :

Al = A" x A
par hypothése de récurrence, on sait que
n—1 n—1
2 0 2
A" = 0 0 0
27’7,71 0 277471
Donc,
on-l o on-t 1 01
Antl = 0 0 0 x 10 0 0
on=l o 2on-l 1 0 1
27’7,71 + 277471 0 277471 + 27’7,71
= 0 0 0
27’7,71 + 27171 0 27171 4 27’7,71
2x 2"t 0 2x2nt 2" 0 2n
2 % 27171 0 2 % 27171 2n 0 2n

donc P41 est vraie.

Conclusion : D’aprés le principe de récurrence, la proposition P,, est vraie pour tout n dans N*, A savoir :
27171 0 27’7,71
Yn>1, A" = 0 0 0
2n—1 0 2n—1
100
3.SoitA=(0 1 1].0na:
0 0 1
1 0 0 1 0 0 1 0 0
A2=10 1 2| A%*=(0 1 3] A'=[0 1 14
0 0 1 0 0 1 0 0 1
1 0 O
Il semblerait que pour tout n > 1, on ait A = |0 1 n |. Démontrons cette proposition par récurrence.
0 0 1
1 00
Notons P,, la proposition: « A" =0 1 n| »
0 0 1
Initialisation (n =1):
1 0 0
At=A=1[(0 1 1
0 0 1

donc P; est vraie.

Hérédité : Soit n un entier quelconque dans N*. Supposons P,, vraie et montrons que P, 11 est vraie. On a :

Al — A" A
par hypothése de récurrence, on sait que
1 00
A"=(0 1 n
0 0 1
Donc,
1 0 0 1 00
Al =10 1 n|x |0 1 1
0 0 1 0 0 1
10 0
=0 1 n+1
0 0 1

donc P41 est vraie.

Lycée Charles de Gaulle, Caen
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ECG1, mathématiques Correction du TD 6 Chapitre 6

Conclusion : D'aprés le principe de récurrence, la proposition P,, est vraie pour tout n dans N*, & savoir :

100
Vn > 1, A"=[0 1 n
00 1

4. Non corrigé

13 Exercice 21

Montrons ce résultat par récurrence. Posons pour n € N*, P(n) : « J" =6""1J.
Initialisation (n = 1) On a d'une part J' = J et d'autre part 6! 7.7 = J. Ainsi P(1) est vraie et la propriété est initialisée.
Hérédité Soit n € N*, supposons P(n) vraie et montrons que P(n + 1) est vraie. On a :
JH =g xJ
=6""1J xJ par hypothése de récurrence
— 67’7,71(]2
Calculons J?. On obtient J? = 6.J. Ainsi :
Jh =6
P(n+ 1) est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion Pour tout n € N*, P(n) est vraie a savoir : J" = 6""1J.

14 Exercice 22

1. Calculons A2, on a :

1 3 -6
A*=|-6 10 -12
-3 3 -2
On cherche alors deux réels A et p tels que :
AA + /LIg = A2
soit
A+ p —-3A 6A 1 3 -6
6\ —8A+pu 12X =|-6 10 -—12
3\ —-3X AN+ 1 -3 3 =2

Par identification, on obtient : A+ u =1 et 6A = —6. On en déduit que :
A=—-1 et pu=2.
En conclusion, A2 = —A + 213.

1 2
2. Posons pour n € N, P(n) : « il existe a,, € R tel que A" = <§ — an> A+ <§ + an> I3 ».

Initialisation (n = 0), on a d'une part AY = I5 par convention. D’autre part, on pose ag = 3 eton a:

1 2
(g—ao)A—f— (g—f—ag) 13213.

Ainsi P(0) est vraie et la propriété est initialisée.
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ECG1, mathématiques Correction du TD 6 Chapitre 6
Hérédité Soit n € N, supposons P(n) vraie, montrons que P(n + 1) est vraie. On a :
Al = A" x A
1 2 R .
= ((g — an) A+ (§ + an) 13) x A par hypothése de récurrence
1 2
=(=—a,)A? —ta,| A
(5-e)#+(5+)
1 2 . )
=3~ an (—A+2I3) + 3 +ay, | A d'aprés la question 1
1 2
= <§+an+ §+an> A+ (— 2an) I3
1 2
= (§ - (—Qan)) A+ (§ +( 2an)) I3
On pose a,4+1 = —2a, et on a alors :
n+1 1 2
AT = g_(an-l—l) A+ §+(an+1) I3
La propriété est alors héréditaire.
. 1
Conclusion La propriété est vraie pour tout n € N, a savoir : il existe une suite (a,), définie par ag = 3 et pour tout
1 2
n €N, apy1 = —2a, telle que A" = <§ — an) A+ (g + an) Is.
3. La suite (ay,), est définie par ag = 3 et pour tout n € N, a,,4+1 = —2a,,. Elle est donc géométrique de raison —2.
1
4. On en déduit alors que pour tout n € N, a,, = 5(72)". Ainsi :
11 2 1 1—(=2)" 24 (-2
A= (=2 A+ (= +=(-2)" ) I3 = A I
(5-302m)a+ (33000 n= s 2200,
soit
1 —14(=2)" 24 (-2)"H!

A= 2+ (=2)"" —243(-2)" 4-—4(-2)"
1—(=2)" —=14+(=2) 2—(-2)"

15 Exercice 23

1. Ona:
4 4 0
B=|-4 -4 0| et B?>=03
0 0 0

2. Montrons le résultat par récurrence, on pose pour n € N, P(n) : « A" =2"I3 +n2" 'B ».

Initialisation (n = 0) On a, d'une part, A’ = I3 par convention et d'autre part 2°I5 + 0 x 2°7'B = I5. Ainsi P(0) est

vraie et la propriété est initialisée.

Hérédité Soit n € N, on suppose P(n) vraie, montrons que P(n + 1) est vraie. On a :

AL = A" x A
= (2"I3+n2""'B) x A par hypothése de récurrence
= (2"I3+n2""'B) x (B+2I3) car B=A—2I;
=2"B+n2" B2 4 2" 4 n2"B
=2"" L+ (n+1)2"B  car B2 =0

Ainsi la propriété est héréditaire.

Conclusion La propriété est vraie pour tout n € N, a savoir : A" = 2"]5 + n2" ' B.
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16 Exerice 25

1. On applique la méthode de Gauss-Jordan pour prouver que P est inversible et pour déterminer son inverse. On obtient :

(1 0 -1
Pl = (1 -1 o0
0 1 1

2. On cherche une matrice D telle que A = PDP~! comme P est inversible, cela est équivalent a chercher D tel que
D = P'AP. Effectuons donc le produit matriciel P~* AP, on obtient :

4 0 0

P'AP=1{0 6 0

0 0 8
4 0 0
On pose donc la matrice D=0 6 0
0 0 8

3. Montrons le résultat par récurrence. Notons P(n) la propriété « A™ = PD"P~'.»

Initialisation (n = 0). A® = I,, par convention et PD°P~! = PI,P~' = PP~ =I,,. Ainsi A" = PD°P~! et P(0) est
vraie.

Hérédité Soit n € N. Supposons P(n) vraie et montrons que P(n + 1) est vraie.

A"l = A x A"
= APD"P~!,  par hypothése de récurrence
= PDP'PD"P~!, car A=PDP!
= PDI,D"P~!
= pprtipt

Ainsi P(n + 1) est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion La propriété étant initialisée et héréditaire, on en déduit que pour tout n € N, A" = PD"P~ 1.

4" 0 0
Comme la matrice D est diagonale, on a pourtoutn e N, D" = 0 6" 0 |, ainsi
0o 0 8"
1 1 1 4" 0 0 1 1 0 -1 1 4" + 6" —6™ + 8" —4" 4+ ’"
A" = 1 -1 1] x 0 6" 0 ><§ 1 -1 0 25 4™ — 6" 6" + 8" —4™ 4 8"
-1 1 1 0O o0 8" 0 1 1 —4" + 6" —6"+ 8" 4" 48"

17 Exercice 26

1. On applique la méthode de Gauss-Jordan pour prouver que P est inversible et pour déterminer son inverse. On obtient :

(3 3 6
p1l==11 -3 2
6la2 o -2
2. Ona:
1 0 0
D=|0 -1 o0
0 0 2

Comme D est une matrice diagonale, on en déduit que, pour tout n € N :

1 0 0
D*=(0 (=1)" 0
o o0 20
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3. On montre la relation par récurrence (identique a celle de la question 3) de |'exercice 25 (cf corrigé).

Comme la matrice P est inversible, la relation D™ = P~1 A" P peut s'écrire A = PD"P~!. On effectue alors le produit
matriciel PD™P~!. On obtient :

34+ (=) 42" 34 3(-1)"t 64 2(—1)" — 23
A" =~ | =34 (=) p2n 2 34 3(—1)"F2 64 2(—1)" — 2"
34+ (=D +2" 3 43(-1)"T 64 2(—1)" — 2" Tt

4. (a) Soit n € N, calculons AX,, on obtient, en utilisant la définition de la suite (up)nen :

2un+2 + Uny1 — 2uy, Un+3
AXn = Un+2 = | Unt2 | = XnJrl
Un+1 Un+1

(b) On montre le résultat par récurrence. Posons pour n € N, P(n) : « X,, = A" Xy ».
Initialisation (n = 0) On a, par convention, A°Xy = I3Xy = X,. Ainsi P(0) est vraie.

Hérédité Soit n € N, supposons P(n) vraie et montrons que P(n + 1) est vraie. On a :

Xnt1 = AX,, d'aprés la question précédente
=Ax A"X, par hypothése de récurrence
= A" X,

La propriété est donc héréditaire.

Conclusion La propriété est vraie pour tout n € N, 3 savoir :

X, = A"X,
(c) Pour déterminer I'expression de u,, on a seulement besoin de calculer le dernier coefficient de X,.
-1
OnaXg=| 1 |,onaalors:
2
1 34 (=) 42" 343" 64 2(—1)" —2nF3 -1
Xn=¢ 34+ (=) 42t 34 3(—1)"2 642(-1)"—2"F2 | x [ 1

Cela ne sert a rien de faire tout le calcul car seul la ligne 3 de X,, nous intéresse, on obtient alors pour tout n € N,
1
Uy = 6(3 + (=Dt —2n 13 4 3(— 1) 12 4 4(—1)" — 2712
1
- 6(18 +4(=1)"H —4(—1)n T —2n Tt g on

1
= (183 x 2"
=3-—2"

En conclusion, pour tout n € N, u,, =3 — 2™,
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