ECG1, mathématiques Correction TD 4 : Rappels et logique Chapitre 4
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ECG1, mathématiques

Correction TD 4 : Rappels et logique

Chapitre 4

1

Exercice 3

donc f o g est définie sur R, i.e. Dsog = R.

De méme Dyor = Dfor = Dgog = R.

On détermine maintenant I'expression de ces différentes fonctions.
Soitx € R. On a :

fog(x)=f(g(x) = fBx+2) =2 x (32 +2)* — 3z +2)

=2x (92° + 122 +4) — 3z +2) = 182° + 242 + 8 — 3z — 2 = 182 + 21z + 6

g(f(2) =g(22® —x) =3 x (22° —2) + 2 =62% — 3z + 2

P () = F202 — ) = 220 — )? — (24 — )

2(4x* — 42 + 2?) — 222 + 2 =82t — 823 + 227 — 222+ =82 — 8% 42
gog(xz)=g(g(x)) =9g(Bx+2)=33Bx+2)+2=92+6+2=92x+38

go f(z)
fof(x)

interdite est 0, donc Dy, = R™.
e Pour tout z € R*, g(z) € R = Dy donc Do, = R™.

1. Les fonctions f et g sont des fonctions polynomiales donc Dy = R et D, = R. Aussi, pour tout = € R, g(z) € R = Dy,

2. La fonction f est une fonction polynomiale donc Dy = R. La fonction g est une fraction rationnelle dont |'unique valeur

e Pour déterminer Do, on doit connaitre les € R tels que f(z) € Dy, i.e. les x € R tels que 1 — 2® # 0. Or

1-2°=0 < 2°=1 < x=1.Donc Dyoy =R\ {1}.
e Pour tout z € R, f(z) € R donc Dyoy =R.

1
e Pour tout z € R*, g(x) = — € R* donc Dyoy = R".
x

On détermine maintenant I'expression de ces différentes fonctions.

e Soitz € R*. Ona: ;
Fogte) = fla@) =1 (1) =1-(3) =1- %

o Soit z € R\ {1}. On a:

e Soitz €R.Ona:

e Soitz € R*. On a :
1 1 x
gog($)=g(g(fc))=g(—) =r=lxy=2

3. La fonction f est de la forme /u avec u(x) = 22+ 3. Pour déterminer D, on doit donc résoudre 2z +3 > 0 pour z € R :

2

Donc Dy = [—ﬁ,

2¢r+32>20 <«— 2x>-3 <= z>-—

5.

+00 [ La fonction g est une fonction polynomiale donc Dy = R.

e Pour déterminer D4, on doit savoir pour quel © € Dy =R,
3
g(x) € Dy = [—5,4—00 [
Or Yz € R, g(x) = > + 2 > 0, donc pour tout = € Dy, g(z) € Ds. Donc Do, = R.

e Pour tout z € [g,qLoo { f(z) € R= Dy, donc Dyoy = [fg,Jroo[.
3
e Pour tout z € [§,+oo { f(x) =v2x+320,ie f(x)€ Dy.
3
Donc Dyoy = —5,—1—00 [

e Pour tout z € R, g(z) € R, donc Dyoy = R.
On détermine maintenant I'expression de ces différentes fonctions.
e Soitzx € R.Ona:

fogla) = flg(x)) = f(a® +2) = V222 +2) +3 = V202 + 443 = V222 + 7
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ECG1, mathématiques Correction TD 4 : Rappels et logique Chapitre 4

e Soit x € [fg,nLoo[. Ona:
gof(@) =g(f(x) =g(v22+3) = (V2z +3)° +2=22+3+2=2x+5

e Soit x € |:g,+00|:. Ona:

fof(@)=Fffx) =f(V2r+3) =1/2v22+3+3

e Soitz €R.Ona:

gog(x)=gg(x) =ga®+2)=(@?+2)2+2=a + 42 +44+2=2"+ 42 + 6

2 Exercice 6

1. La fonction 2 + x est définie sur R. De plus, la fonction 2 + In(z) est définie sur R7, il faut donc résoudre [z — 1| > 0
et |x + 1| > 0 pour déterminer le domaine de définition de f. On a :

[x—1>0 <= 2#1 et |z+1]>0 <= x#-1

Ainsi f est définie sur R\ {—1,1}.
Le domaine de définition de f est symétrique par rapport & 0 donc on peut étudier la parité de cette fonction. Soit
xeR\{-1,1},0ona:

fcx)=—2+ln|—-z—1-ln|—-z+1|=—2z+njz+ 1] —ln|z — 1] = —f(z)

car la fonction valeur absolue est paire. Ainsi la fonction f est impaire.

2. Les fonctions z +— x, z +— e* — 1 et x +— e” + 1 sont définies sur R. De plus, pour tout réel x, e +1 # 0 car ¢ > 0. Ainsi
la fonction g est définie sur R.
Le domaine de définition de g est symétrique par rapport a 0 donc on peut étudier la parité de cette fonction. Soit = € R,
ona:
e -1 e%—l 1—¢” e” 1—e” e’ —1
T = —x X —x =
e T +1 1+4+e®

=X =
et +1

g(=z) = — g(z).

x5 = - X - =
= + 1 et 1 + e”
La fonction g est donc paire.

3. La fonction h est polynomiale donc définie sur R.
Le domaine de définition de g est symétrique par rapport 3 0 donc on peut étudier la parité de cette fonction. On remarque
que :

On a donc :
h(=1) #h(1) et h(-=1)# —h(1).
La fonction h n'est ni paire, ni impaire.

4. La fonction 2 — 5z est définie sur R et la fonction cos aussi donc par composée x +— cos(5x) est définie sur R. La fonction
x — In(x) est définie sur R, résolvons donc 1 — 22> 0. On a alors :

1-2°>0 <= z¢]-1,1].

Ainsi par composée, la fonction i est définie sur ] — 1, 1].
Le domaine de définition de i est symétrique par rapport a 0 donc on peut étudier la parité de cette fonction. Soit z €] —1, 1],
ona:

i(—z) = cos(—=5z) — In(1 — (—x)?) = cos(5x) — In(1 — 2?) = i(x)

car cos et la fonction carré sont paires. Ainsi la fonction ¢ est paire.
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ECG1, mathématiques Correction TD 4 : Rappels et logique Chapitre 4

3 Exercice 8

1. Soit z € R,
x solution de (Ey) <= —a*+2=0

= 22 =2
L'ensemble des solutions de (Ep) est donc {\/_, —\/5}

x solution de (Eq) <= 2z +3=0
-3

= r=—
T

: -3
L'ensemble des solutions de (E;) est donc {7}
2. On résout ici une équation en m :

0 solution de (E,,) <= (m —1)0>+2mx0+m+2=0
= m=-2
Ainsi, la seul valeur de m telle que 0 soit solution de (E,,) est —2. L'équation (F_5) s'écrit —32* — 4z = 0, c’est-a-dire
—z(3z +4) = 0. Elle admet donc une autre solution qui est %
3. (Em) est une équation du second degré, son nombre de solutions dépend donc du signe de son discriminant A,;,.
A = (2m)? —4(m — 1)(m + 2)
=4m? —4m? +4m — 8m + 8
=8 —4m

Ainsi, si m > 2, I'équation (F,;,) n'a pas de solution, si m = 2, elle n'en a qu'une et si m < 2, elle admet exactement deux
solutions distinctes.

4 Exercice 12

L In(z+4)=2(z+2) < In(z+4)=In((z+2)*) < In(z +4) =In(2* + 4z + 4)
= rt+d=0’+t4r+4 <= 2°+32=0 < 2(x+3)=0
<~ r=0ouzr+3=0<+= v=0o0uzxz=-3

Je ne garde que la solution qui est dans l'intervalle I =] — 2, 400, ainsi

S=0.

2. In(z+3)+In(z+1) =In(z+13) < In((z+3)(z+1)) =In(z + 13)
< In(z? + 42 +3) = In(z + 13)
— 2’ +4r+3=x+13
= 2?+3z-10=0
Je calcule alors le discriminant : A =3% —4 x 1 x (—=10) = 9+ 40 = 49 = 7* > 0.
Il'y a donc deux racines
7377775 - =347
R

Je ne garde que la solution qui est dans l'intervalle I =] — 1, 400, ainsi

S=2.

2.

xr, =

3. In(8z —1) —In(z) =1In(2) <= In(3z—1) =In(2) + In(z) <= In(3z — 1) = In(2z)
= 3r-1=2z <= r-1=0 <+ z=1

1
De plus, 1 est bien dans l'intervalle I = ] g,Jroo [ donc |'unique solution de |'équation est
xz=1.

4. In(z) =1 < In(z) =In(e) < z=e
De plus, e est bien dans I'intervalle I = ]0, +oc[, donc I'unique solution de I'équation est

xTr = €.
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Chapitre 4

5 Exercice 13

1. Inr—2)<0 < In(z—2)<In(l) <= z-2<1 < <3
Il faut donc que < 3 et que x soit dans I'intervalle I =]2, +oc], donc

S=12,3].

22 In(z—-3)21 <= In(z—3)>In(e) <= 2—3>e < x>e+3
Il faut donc que « > e + 3 et que « soit dans l'intervalle I =]3, +o0], donc

S=le+3,+00].

2 1 2 1 2 1
3. ln($+ ) (QH— ) In(l) < Tt <1
+

r+1 z+1

+
<= 1<z4+1 < <0

1
Il faut donc que = < 0 et que x soit dans l'intervalle I = ] —5 400 { donc
1
S=|—-=,0].
-5

6 Exercice 14

_ (€I)2 _ 1 2z 67(721)

2621_62x:0

A
2 B = (ez+e—z)2 _ (ew _e—w)2 _ (ez)2+2 x e® x e—z+(e—z)2 _ ((ez)2 — 2% et x e—z+(e—z)2)
:e2z+2+672z_62x+2_672x:4

er er
e2z+1
4. D= — = e(2z+1)7(17x) _ €2x+z+171 _ eBm
el—z
(e=r2:
5 FE = o1 _ 62><(J;+2)—(2z—1) _ €2z+4—2w+1 — 65
6. F=1In (€2I+1 X 6271) =1n <6(2I+1)+(2*I)) —In (ez+3) =243
2z+In(2
7. G = e ( ) _ 62w+1n(2)—(—z) _ e2z+w 1n(2) T 9 — 2631
e~ 7T
z+1In(8
8 H— 671;; _ e(m+ln(8))7(zfln(2)) — JE)HINE) _ In(s) 5 ) gy 9 — 16
er—In

7 Exercice 15
z2+w—1 — 0

1 e®te-l o] e ¢ e = 2+ -1=0
Il s'agit d'une équation polynomiale de degré 2. Je calcule le discriminant :
A=1%>—-4x1x(=1)=5>0.Il'y a donc 2 racines :

~1-+5 _—1+V5

r = ——— et X
! 2 2 2

2

—1-+5 -1
D'OOS{ 2\/5, +\/5}

2.2 — " —1=0 < 2(c*)’ =" —1=0
Je reconnais une équation de degré deux en la variable e”. Je pose donc X = e*. Alors

2(¢*)’ —e" —1=0 <= 2X2 - X —1=0.
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ECG1, mathématiques Correction TD 4 : Rappels et logique Chapitre 4

Je résous cette équation polynomiale de degré 2 en X. Je calcule le discriminant :
A=(-1)2-4x2x(-1)=1+8=9=232>0.1lyadonc 2 racines :

1-3 1 1+3
= —= et X2:—+ =1.

X, =
2x2 2 4

. 1
Ainsi I'équation 2X2 — X — 1 = 0 est vérifiee pour X; = —3 et Xo = 1.

. 1
Donc I'équation 2(@96)2 —¢% — 1 =0 est vérifiée pour ¢ = —5 et e® =1.

Comme une exponentielle est toujours positive, la premiére équation ¢* = —— n'a pas de solutions en z. En revanche
€ =1 admet une solution donnée par = In(1) = 0.
D'ou § = {0}.
3. Cette équation est bien définie pour tout = € R puisque Vz € R, e“T! > 0. Puis
ln(e”“'H) =™ 4 = s41=e"T 471 «— *Tl=1=¢°
<— r4+1=0 << z=-1.
D'ou S = { — 1}.

4. Cette équation est bien définie pour tout 2 € R puisque Vo € R, 2% +1 et %" > 0. Puis

2 1 1 1
en(#+1) (61%2) =5 = ($2+1)7(17:E2):§ = 2x2:§
PRI S
=5 x5=

1 1 1 1 1 11
Alorsac:\/;:ﬁ:§oux:—\/;:—§. D’OL‘IS:{—§,§}

5. Cette équation n'est définie que pour x € }O, +00] en raison de la présence du terme In(z).

1 1
(e +e "M@ =0 = —2+—==0 = —r4—=0

) eln(z)
—x°+1
——— =0+ 2*+1=0 < 2*=1
x
— =1
En effet, comme I'équation n'est définie que pour les réels strictement positifs, I'unique solution de 22 = 1 est x = 1.

D'ou S = {1}

8 Exercice 16

. , - . 1
1. Cette équation n'est définie que pour = € R* en raison de la présence du terme —.
x
. 1 1 1 1
Puis ez >2e << ez 2 <— —>1
x
Arrivé & ce moment, je dois réfléchir selon le signe de x :
e si x est négatif, alors — I'est aussi, donc I'équation — > 1 n'est jamais vérifiée,
T x

e si x est positif, je peux multiplier par x et j'obtiens que 1 > x, donc que x € }O, 1 [
D'ou S =0, 1[.
e2z
2.2 <e? = — <1 <= 7Ll <= < = <0
efL‘
D'ou S:] foo,()].
3. 02" <1 = 2 o = 2?4120 <0 = 2(z+2)<0

J'établis alors le tableau de signe du produit z(z + 2) :

x —00 —2 0 +oo
r - - 0 +
T+ 2 — 0 + 4
z(r +2) + 0 - 0 +

Lycée Charles de Gaulle, Caen 6/9 (© M. Fontaine



ECG1, mathématiques Correction TD 4 : Rappels et logique Chapitre 4

J'en conclus donc que les solutions de I'équation se situent entre —2 et 0, ie S = ] -2, 0[.

4, @ —102+21 >1 <— @’ —102+21 >e? «— 22—-102+21>0
Il s'agit d'une inéquation polynomiale de degré 2. Je calcule le discriminant :
A= (-10)> —4x1x21=100—84=16=4> > 0. Il y a donc 2 racines :

10—-4 1044
xr1 = 5 =3 et x9= 5 =T.
J'établis alors le tableau de signe de 22 — 10z + 21 :
T —00 3 7 +00
z® — 10z + 21 + 0 - 0 +
J'en conclus donc que les solutions de I'équation se situent avant 3 et apreés 7,
e S:] 700,3] U [7,+oo[.
9 Exercice 24
1. Soit x € R.
B —1] =7 <= 7<3x—-1<8
8
— -—<xr<3
3
8
Ainsi § = | =, 3].
insi [3, [
2. Soit z € R,
5|-4x+112=9 < V5| -4z +1]|=3
3 3
<— |-4zx+1|=— ou |—dzx+1|=-——
| ] 7 | ] 7

Or, | —4x + 1] est entier, donc I'équation n’a pas de solutions.

3. Soit « € R. On raisonne par analyse-synthése :

Analyse : Supposons que |2z + 3| = |z + 2].
Alors, |22+ 3 — (z +2)| < 1, c'est a dire |z + 1| < 1. Donc = €] — 2;0].

Synthése : Nous allons distinguer les cas selon les valeurs possibles de |2z + 3]

(a) Siz el -2 _73[ alors 22 4+ 3 €] — 1;0[, donc |22 + 3| = —1. | + 2] =0, donc z n'est pas solution.
(b) Siz e [,g; —1], alors 2z + 3 € [0;1], donc |22 + 3| = 0. |« + 2| =0, donc z est solution.

(c) Size[-1; %1[ alors 2x 4+ 3 € [1;2], donc |2z + 3] = 1. |z + 2] =1, donc z est solution.

(d) Size [%1;0[, alors 2z 4+ 3 € [2; 3], donc |2z + 3] = 2. |z + 2] =1, donc z n'est pas solution.

-3 -1
Final t, S=|—; —|.
inalement, § {2,2[
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10 Exercice 31

1. On a, en mettant au méme dénominateur :
T 47 — 37 ™

3 4 12 12

. : . " T LT
On utilise ensuite les formules de trigonométrie pour calculer cos 3 etsin(-—),ona:

12
()57
cos 12 = cos 371
T

I I

Q Q

] ]

7] 7]
A~ /N
w3 wl
N

g +

2 /l\
—

| 13

~

N N
~

|

2]

L.

=
/T\
~

2]

<

=

|
~ |
~

1 V2 V3 V2
“ e T Ny
_ V246
4
et
sin (E) = sin (g — %)
=sin(3+(-7))
o (D) (3) n( Do)
_ V3 V2 V2l
2 2 2 2
V6 — V2
4
2. Ona:

cos(2a) = cos(a + a) = cos(a)? — sin(a)?
or cos(a)? + sin(a)? = 1 donc sin(a)? = 1 — cos(a)?, ainsi :
cos(2a) = cos(a)? — (1 — cos(a)?) = 2cos(a)? — 1.

On en déduit que :
1 2
cos(a)? = H%W)

En utilisant cette formule, on a :

2 2
On a bien : > 0 donc

os () = 22 oucos () =y 22
8

Or g e [o, g] donc cos (%) > 0, ainsi :

11 Exercice 34

1. (a) Les fonctions z + 2 et = + e* sont dérivables sur R donc par composition f est dérivable sur R. On a :

f(x) = —2ze™ "

. — 2 . .
Onsait que e™ >0, ainsi f'(2) 20 < —22>0 < z<0.
La fonction f est donc croissante sur R_ et décroissante sur R.
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(b) Comme a fonction f est croissante sur R_ et décroissante sur R4, elle admet un maximum en 0 qui vaut f(0) = 1.

2. (a) Commencons par déterminer le domaine de définition de la fonction g. La fonction = In(x) est définie et dérivable sur
R’ et s'annule en 1, la fonction = Vz est définie et dérivable sur R?, ainsi la fonction g est définie et dérivable sur

10, 1[U]1, +00].

Calculons sa dérivée pour étudier ses variations. Soit z €]0, 1{U]1, +o0[, on a :

g'(x) =

1

3z

x In(z) — /o x 1 () _

1

e Vo

In(z) — 2

(In(x))2 T (ln(@))?

" 2/a(m()?

Pour tout z €0, 1{U]1, +o0o], 2v/z(In(z))* > 0, ainsi le signe de ¢’(x) dépend de celui de In(z) — 2. Résolvons cette

inéquation :

In(z) —2<0 <= In(z) <2 < z<e

2

e~ 2 7 donc e > 1, ainsi on a le tableau de variations suivant :

car x — e est strictement croissante sur R

X 0 1 e2 +0oo
g'(x) - - 0 +
g \ /
g9(e?)

(b) L'étude des variations de g nous permet d'affirmer que la fonction g posséde un minimum sur |1, +-00[ atteint en e” et

. 2 \/6_2 e
qui vaut g(e®) = () =3

12 Exercice 38

1 . : 1
Pour tout z € R*, posons f(x) = arctan(z) + arctan (—) La fonction f est définie et dérivable sur R*. En effet, z — — est
X X

dérivable sur R* et z arctan(x) est dérivable sur R donc par composée puis somme, f est dérivable sur R*. On a pour tout réel x

non nul, on a:

T+a2 2241

La fonction f est donc constante sur |0, +o00[ et sur | — 0o, 0] qui sont tous les deux des intervalles.

On a pour z > 0,

puis, f étant impaire, pour x < 0,

f(z) = f(1) = 2arctan(l) = g
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