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ECG1, mathématiques Correction TD 3 : Rappels et logique Chapitre 3

1 Exercice 1

Enoncé : Je note P, la propriété :  u, > 0.
Initialisation : Pourn =0, wug=2 et 2>0. Ainsi Py est vraie.

Hérédité : Soit n > 0. Je suppose que P,, est vraie et je montre que P, 11 |'est aussi.
Par définition de la suite (un)nen, Unt1 = Dun + 4.
Or par hypotheése de récurrence  u,, >0, donc

Upy1 = OUp +4>5x0+4=4>0.

Donc u,+1 > 0. Finalement P,,11 est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion : Comme elle est héréditaire et vraie pour n = 0, alors par principe de récurrence, la propriété P,, est vraie pour
tout n > 0, i.e.
vneN, wu,>0.

2 Exercice 2

Enoncé : Je note P, la propriété :  wu, = (—4)"1 + 1.
Initialisation : Pourn =0, up=-3 et (—4)°" +1=-4+1=-3. Ainsi P est vraie.

Heérédité : Soit n > 0. Je suppose que P,, est vraie et je montre que P, 11 |'est aussi.
Par définition de la suite (un)nen,  Uns1 =5 — 4u, et donc on a :

Up+1 = D — 4du,
=5—4x ((—4)""" +1)  par hypothése de récurence
=54 (—4)""? —4
= (4" 41

(_4)n+1+1

Donc un41 = + 1. Finalement P, est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion : Comme elle est héréditaire et vraie pour n = 0, alors par principe de récurrence, la propriété P,, est vraie pour
tout n > 0, i.e.
VneN, u,=(—4)"""+1.
3 Exercice 3

Enoncé : Je note P, la propriété : 0 < u, < 1.

T 1 1 . .
Initialisation : Pourn =0, wug= 3 et 0K 3 < 1. Ainsi Py est vraie.
Heérédité : Soit n > 0. Je suppose que P,, est vraie et je montre que P, 11 |'est aussi.

14+ uy,

Par définition de la suite (un)nen, Unt1 = 5

1, donc par croissance de la fonction racine sur Ry :

0<u, <
\/I\/Hog\/uung\/lﬂ\/?L
2 2 2 2 2

Donc 0 < up41 < 1. Finalement P,, 1 est vraie et la propriété est héréditaire.

Or par hypothése de récurrence

Conclusion : Comme elle est héréditaire et vraie pour n = 0, alors par principe de récurrence, la propriété P,, est vraie pour
tout n > 0, i.e.
vneN, 0<u, <l
4 Exercice 4
1. Je calcule les termes grace a la formule de récurrence :
U2:2U17U072:2X17172:71 et U3:2U27U172:2X(71)7172:75.

2. Enoncé : Je note P, la propriété : w1 < Un.
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ECG1, mathématiques Correction TD 3 : Rappels et logique Chapitre 3

Initialisation : Pour n =0, wpy1 =u3 =1 et wup=1. Ainsi Py est vraie.

Hérédité : Soit n > 0. Je suppose que P, est vraie et je montre que P, 11 |'est aussi.
Par hypothése de récurrence, je sais que  up11 < Up, 1.6 —Up < —Upy1.  Alors

Un+2 = 2un+1 — Up — 2 < 2un+1 — Up+1 — 2 < Un+1 — 2 < Un+1-

Donc un41+1 < Unt1. Finalement P, 11 est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion : Comme elle est héréditaire et vraie pour n = 0, alors par principe de récurrence, la propriété P,, est vraie
pour tout n > 0, i.e.
VneN, upt1 < up.

5 Exercice 5

Notons pour n € N\ {0,1,2}, P(n) : « 2" >n+1 ».
Initialisation (n =3) 2% =8et3+1=4donc2® >3+ 1 ainsi P(3) est vraie et la propriété est initialisée.
Hérédité Soit n € N\ {0,1,2}, supposons P(n) vraie et montrons que P(n+1) est vraie. On a, par hypothése de récurrence :

2"l =2 % 2" > 2(n 4+ 1)

Or2(n+1)=2n+2>n+2. On adonc bien 2" > n 4 2. Ainsi P(n + 1) est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion Comme elle est héréditaire et vraie pour n = 3, alors par principe de récurrence, la propriété P(n) est vraie pour
tout n > 3, i.e.
vn e N\ {0,1,2}, 2" >n41.

6 Exercice 6

Soit z € [—1,+o0].

On pose, pourtout n € N, P, i« (14+2)" > 1+ an ».

Initialisation : (1+2)" =1 et 1 +2 x 0= 1, donc Py est vraie.

Hérédité : Soit n € N fixé. on suppose que P, est vraie. Alors, comme 1 + x est positif, on peut multiplier I'inégalité par
14+x:

1+2)"=21+2n
(14 2)" ™ > (14 2n)(1 +z)
I+2)" ™ > 1+an+o+2n
Comme z%n est positif, on a
A+2)" " >14+ant+az=1+2(n+1)

Donc P, 41 est vraie.
Conclusion : Par récurrence, pour tout n € N, (14 z)" > 1+ zn.
On a bien montré que :
Ve e [-1,+00], VneN, (14+2)" =21+zn

7 Exercice 7
B ) o 3 (n+1)2
1. Enoncé : Je note P, la propriété : Zk —

0%2(0+1)2

1 =0. Ainsi Py est vraie.

0
Initialisation : Pour n =0, Z B=0=0 et

Hérédité : Soit n > 0. Je suppose que P,, est vrale et je montre que P,,41 |'est aussi.

L +1
Par hypothése de récurrence, je sais que Z k3 = n7> Alors
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ECG1, mathématiques Correction TD 3 : Rappels et logique Chapitre 3

> k= (Zk?’) + (n+1)3

Z#—f—(n—i—lf

=(n+1)*x (%2—1—(714-1))

n?+4n+4
Xi

= (n+1)° )

n+1

1) 1+1)2
Donc Zk:3 (n + (z—’— +1) )

Flnalement P41 est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion : Comme elle est héréditaire et vraie pour n = 0, alors par principe de récurrence, la propriété P,, est vraie
pour tout n > 0, i.e.

n 2 2
Vn €N, Zk?’:%.
k=0

n(nJrl).

n
2. On sait que pour tout n € N, Zk = 5

k=0
Alors

(ikz) Ll), et donc zn:k?':(zn:k:)Q

0 k=0 k=0
8 Exercice 8

E 1 2
Enoncé : Je note P, la propriété : Zk (k+1) w

Initialisation : Pour n =0,
0x(0+4+1)x(0+2)

=0.
3

0
ZkkJrl )=0x1=0 et
k=0

Ainsi Py est vraie.
Hérédité : Soit n > 0. Je suppose que P, est vraie et je montre que P, I'est aussi.
nn+1)(n+2)
3

Par hypothése de récurrence, je sais que Z k(k+1)= . Alors

k=0

3

n+1
> k(k+1) <Zkk+1> (n+1)(n+1+1)
k=0 k

M VOED) s+ 2)
= (n+1)(n+2) x (%—1—1)
« n+3

3
n+1)(n+2)(n+3)
3

—~
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ECG1, mathématiques Correction TD 3 : Rappels et logique Chapitre 3

n+1
m+1)(n+1+1)(n+1+2)
Donc kik+1)= .
;) (k+1) 2

Finalement P, 1 est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion : Comme elle est héréditaire et vraie pour n = 0, alors par principe de récurrence, la propriété P,, est vraie pour
tout n > 0, i.e.

Vn €N, zn:k:(k—i—l):w.

k=0
9 Exercice 9

Soit n € N, on note P(n) : « kak!:(nqu)!fl .

Initialisation (n = 0) On a, d'une part, : Z ExEkl=0et (0+1)!—1=0. Ainsi P(0) est vraie et la propriété est initialisée.
k=0
Hérédité Soit n > 0. Je suppose que P(n) est vraie et je montre que P(n+ 1) I'est aussi. On a :

n+1

kam kak'+(n+1) (n+1)!

k=0
=n+1)!—-14(n+1)x(n+1)! par hypothése de récurrence
=(n+D!(1+n+1)—
=n+2)!-1
Ainsi P(n + 1) est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion : Comme elle est héréditaire et vraie pour n = 0, alors par principe de récurrence, la propriété P(n) est vraie pour
tout n > 0, i.e.

VneN, Y kxkl'=(n+1)!-1.

k=0

10 Exercice 10

1 _ n(n+3)

Enoncé : Je note P, la propriété : = )
propr Sk D)k +2) A+ 1)(n+2)

Initialisation : Pour n =1,

11 1x(1+3) A 1

1

= = t = =_.
;kkzﬂ JE+2) 1x2x3 6 © d4x(I+1)x(1+2) Ax2x3 6
Ainsi Pp est vraie.

Heéreédité : Soit n > 1. Je suppose que P, est vraie et je montre que P, 11 |'est aussi.
1 _ n(n+3)

Par hypothése de récurrence, je sais que kz:: T DT At DD Alors
s, 1 1 1
TR+ Z FE+)EL2) ) DL 2)m+3)
B (n+3) 1
C4n+1)(n+2)  (n+1D)(n+2)(n+3)
n(n + 3)2 4

Tl D213 At )mr2)(mt3)
_ n3 +6n% +9n +4
4(n+1)(n+2)(n+3)

Par ailleurs,
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ECG1, mathématiques Correction TD 3 : Rappels et logique Chapitre 3

(n+1)(n+4) (n+1)%(n+4)

4n+2)(n+3) 4n+1)(n+2)(n+3)
- nP+2n2 +n+4n® +8n+4
dn+1)(n+2)(n+3)
- n3 +6n2 +9n +4
S A4(n+1)(n+2)(n+3)

fass 1 (n+1)(n+1+3)

Donc = .
;k(k+1)(l<:+2) dn+1+1)(n+1+2)
Finalement P, est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion : Comme elle est héréditaire et vraie pour n = 1, alors par principe de récurrence, la propriété P,, est vraie pour
toutn > 1, i.e.

. 1 n(n+3)
Vn € N*, = .
" ;k(kﬂ)(k;m) An+1)(n+2)
11 Exercice 11
1. Ona:
1 2
k=1 k=1
3 4
S3Y (2k—1)4+2x3-1=9, Si=>» (2k—-1)=9+2x4-1=16
k=1 k=1

2. On conjecture que pour n € N*, S,, = n?. Montrons ce résultat par récurrence.
Initialisation (n=1) Ona S; =1 et 1> = 1 donc P(1) est vraie et la propriété est initialisée.

Hérédité Soit n € N*, supposons P(n) vraie et montrons que P(n + 1) est vraie. On a :

3
¥
=

Sn-‘,—l = (2k - 1)

=~
Il
_

I
NE

2k —1)+2(n+1) -1

~
Il

1

[N~}

n“+2n+2—1 par hypothése de récurrence
+

= (n+1)?> en reconnaissant une identité remarquable

Ainsi P(n + 1) est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion : Comme elle est héréditaire et vraie pour n = 1, alors par principe de récurrence, la propriété P,, est vraie

pour tout n > 1, i.e. S, = n>.

3. On peut utiliser la propriété de linéarité de la somme pour calculer cette somme directement, on a :

Sn:2zn:k—n
k=1

QXW_H

nn+1)—n
nn+1-1)
n2

On retrouve bien le résultat de la question précédente.
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12 Exercice 13

1. Montrons le résultat par récurrence et posons pour n € N, P(n) I« Uy existe et u, > 2.
Initialisation (n = 0) On a ug = 3 donc uy existe et ug > 2.
Hérédité Soit n € N, supposons P(n) vraie et montrons que P(n + 1) est vraie.

Par hypothése de récurrence, u,, existe et u, > 2 donc u,, + 1 # 0 ainsi u, 41 existe bien. Calculons u,y; —2, on a :

9 Su, — 4 3u, — 6
Upp] — 2= ———— — 2= ——,
1 Up + 1 Up + 1

Or u, >2doncu,+1>3>0et3u,—6>3x2—6=0donc up+1 —2 > 0 soit up41 > 2. P(n+ 1) est vraie et
la propriété est héréditaire.

Conclusion Comme elle est héréditaire et vraie pour n = 0, alors par principe de récurrence, la propriété P,, est vraie pour
tout n > 0.

2. D’aprés la question 1., pour tout n € N, u,, existe et u,, > 2 donc u,, — 2 # 0 ainsi v,, existe pour tout n € N.

3. SoitneN,ona:

1 1
Upg1 — Up = —
i Up+1 — 2 Uy — 2
B 1 1
~ bup,—4 - _
WSt -2 Up—2
upt+1 1
C 3up, -6 up—2
_up,+1-3
~ 3(up — 2)
_ Up — 2
- 3(un —2)
1
-3
. . " . 1 ) 1 1
La suite (vy,)nen est donc arithmétique de raison — de premier terme vy = =——=1
3 U -2 3—2
0 ) 1 n+3
4. On en déduit alors son expression, pour tout n € N, v, =1+ n X 3= 3
1 1
5. On sait que pour tout n € N, v,, = = et que v, # 0 donc u,, —2 = — soit :
Un — Un
1 3 2 9
Uy =24 — =2t
U, n+ n+3
13 Exercice 17
1. Ona:
Sn = 82 k+2 Z 1 par linéarité de la somme
k=0 k=0
1

=(n+1)(4n+2)
=2(n+1)(2n+1)
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2. Ona:

3. Ona:

4. Ona:

5. Ona:

6. On a:

S, = 4Zk2 — 4Zk — 221 par linéarité de la somme
k=0 k=0 k=0
nn+1)2n+1) ix n(n+1)
6 2
2 1
:2(n+1)(%fn—l)
n’+n—3n—-3
3
o2n? —2n—3
3

=4 x —2(n+1)

=2(n+1)

=2(n+1)

ot =

n k
2 L
(3) par linéarité de la somme
k=

0
1—

—~
(SIS
~—
S

+

—

X

ot| =
—
\
5 o
+
AN

—_
[
—~

ol =
Ul N glw|uro

Il
Wl
/
—

\
7 N\

k=3
n+2 k
9
-3 (3)
k=3
3 9 n+2—3+1
1—(2
=2X <9> X (2) 5
2 1—5
93 1— 9\"
e
T2
3 n
2x7 2
_ 72 <<9> _ 1>
1 2

n n
S, = Z oF + Z 3% par linéarité de la somme
k=0 k=0
12t 1 3ntl

1-2 + 1-3

n+1_1
_ogntl_ 143 5
_ 2n+2_3+3n+1
_f

Sp,=72n+1-n+1)="7(n+2).
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ECG1, mathématiques Correction TD 3 : Rappels et logique Chapitre 3

7. Ona:
50 50
Sy = 8Zi+ 6 Zl par linéarité de la somme
i=3 i=3
- 1
=8x (503 +2 )3 +50) +6(50 —3+1) en utilisant la formule de la somme des termes
d'une suite arithmétique pour la premiére somme
4
_gx BXE 6 a8
=48(4 x 53 + 6)
= 48(212 + 6)
=48 x 218
= 10464
8. On a
2n n—1
Sp= kK= K
k=0 k=0
_2n(2n+1)2(2n)+1) (n—1)n—-1+1)2(n—-1)+1)
6 6
_2n(2n+1)4n+1) — (n —1)n(2n —1)
B 6
" 22n+1)(An+1)—(n—1)(2n—1)
=n
6

~ n(14n® +15n + 1)
- 6

14 Exercice 25

J
1. Montrons le résultat par récurrence. Posons pour j € [1,n], P(j) : « In <H ak> = > In(ag) ».
k=1 1

1 1
Initialisation (j = 1) D'une part, In <H ak> = In(ay) et d’autre part Zln(ak) = In(a1) donc P(1) est vraie.
k=1 k=1
Hérédité Soit j € [1,n — 1], supposons P(j) vraie et montrons que P(j + 1) est vraie. On a :

Jj+1 J
In <H ak> =In ((H ak> X ajH) d'aprés la propriété de la fonction logarithme
k=1 k=1
J
=In <H ak> +1In(aj41) d'aprés la propriété de la fonction logarithme
k=1

J
= Zln(ak) +1In(aj41)  par hypothése de récurrence
k=1

Jj+1
= Z In(ag)
k=1

Ainsi P(j 4 1) est vraie et la propriété est héréditaire.
Conclusion La propriété étant initialisée et héréditaire, elle est vraie pour tout j € [1,n]. En particulier, P(n) est vraie et
on obtient le résultat demandé.

J J
2. Montrons le résultat par récurrence. Posons pour j € [1,n], P(j) : « exp (Z ak> = H exp(ag) ».
k=1 k=1
1 1
Initialisation (n = 1) On a d’une part : exp <Z ak> = exp(ay) et d’autre part H exp(ay) = exp(aq) donc P(1) est

_ k=1 k=1
vrale.
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Hérédité Soit j € [1,n — 1], supposons P(j) vraie et montrons que P(j + 1) est vraie. On a :

Jj+1 J
exp (Z ak> = exp < ag + ozj+1>
k=1 k=1

j
= exp <Z ozk) x exp(a11)  par propriété de la fonction exponentielle
k=1

exp(ag) x exp(aj41)  par hypothése de récurrence

I
R
R o O3

exp(ay)

B
Il
_

Ainsi P(j 4 1) est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion La propriété étant initialisée et héréditaire, elle est vraie pour tout j € [1,n]. En particulier, P(n) est vraie et
on obtient le résultat demandé.

3. D'aprés les questions précédentes, on a :

oo (§55) o (2222)

k=1

et
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