ECG1, Mathématiques

Feuille n° 3 : Récurrences, sommes et produits

Chapitre 3

Récurrences, sommes et
produits

Exercice 1 (&)

Soit (un)nen la suite définie par ug = 2 et, pour tout entier
naturel n € N,
Up4+1 = duy, + 4.

Montrer que, pour tout n € N, u,, > 0.
Exercice 2 (&)

Soit (un)nen la suite définie par ug = —3 et, pour tout entier
naturel n € N,
Un+1 = 5 — 4un

Montrer que, pour tout n € N, u,, = (,4)n+1 +1.
Exercice 3 (&)

. o e 1 .
Soit (un)nen la suite définie par ug = 3 et, pour tout entier

naturel n € N,

1+ u,
Un+1 = D) .

Montrer que, pour tout n € N, 0 < u,, < 1.
Exercice 4 (&)

Montrer que la suite (uy,)nen définie ug =1, uy =1 et, pour
tout n € N,
Up+2 = 2un+1 — Up — 2.
1. Calculer us et ug.

2. Montrer que, pour tout n € N, up+1 < up,.

Exercice 5 (V)

Montrer que :

Yn e N\{0,1,2}, 2" >n+1.

Exercice 6 (&)

Démontrer |'inégalité de Bernoulli :

Ve e [-1,400], VneN, (1+x)" >1+nz.

Exercice 7 (V)

1. Démontrer que, pour tout n € N,

2 2
3 ni(n+1)
Ek:—74 .

2. En déduire que, pour tout n € N,

iiﬁ = (;})2

k=0

Exercice 8 (V)

Montrer que :

= _n(n+1)(n+2)
Vn € N kzzok(kﬂ)_f.

Exercice 9 (V)

Montrer que :

VneN Y kxkl=(n+1)!-1.
k=0

Exercice 10 (¢)

Montrer par récurrence que pour tout n € N*,

n(n + 3)
4in+1)(n+2)

2 1
; k(k+1)(k +2)

Exercice 11 (¥)

Pour tout n dans N*, on pose :

n

Sp=Y (2k—1)
k=1
1. Calculer les quatre premiers termes de la suite (S,).

2. Conjecturer une formule simple pour S,, et la démon-
trer par récurrence sur n € N*,

3. Retrouver le résultat par une autre méthode.

Exercice 12 (¢)

Soit (un)nen la suite définie par :

ug = 4
Vn € N un+1:u72172.
Démontrer que :

on

Vn €N un:(2+\/§)2n+(2—\/§)

Exercice 13 (V)
Soit (un)nen la suite définie par ug = 3 et

Su, — 4

Vn € N .
Uy +1

Un+1 =

1. Montrer que pour tout n dans N, u,, existe et u,, > 2.
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2. Pour tout n dans N, on pose : Exercice 18 (&)
1 Soit m un entier naturel tel que n > 2. Notons u,, le nombre
Un = U, — 2 de poignées de main lorsque n personnes se serrent la main.

. . 1. Calculer us, us, ug et us.
Justifier que pour tout n € N, v, existe.
. . . 2. Démontrer par récurrence sur n que :
3. Montrer que la suite (v,,) est arithmétique.

4. En déduire I'expression de v,, en fonction de n. Vn>92 w. — n(n —1)
- n - M

5. En déduire I'expression de u,, en fonction de n. 2

Exercice 14 (&) Exercice 19 (&)
Démontrer les propositions suivantes : 100 1
1. Vn e N*, 24l...(20)! > ((n + 1))" Caleuler ;m <1 + ;)-
2n . n N
(=D L Exercice 20
2. Vn € N*, = xercice ()

1. Soit k € N, montrer que 2k + 1 = (k +1)* — k2.

Exercice 15 (&) 2. En déduire pour n € N*, la valeur de

Montrer que, pour tout n > 0 et pour tout p > 0, on a :
(2k +1).

- +p n+p+1 i
Z<kp)<p+1 > .

k=0

Exercice 21 (&)

Exercice 16
(#) 1. Montrer que pour tout k € N* :

Montrer que, pour tout entiern > 1, on a :

i . ;:1(1_L+;)
n k(k+1)(k+2) 2\k k+1 k+2)°
(n+k)=2 (2k —1).
z Il

k=1 2. En déduire la valeur de la somme
100
Exercice 17 (¥) S — Z 1 .
. — k(k+1)(k+2)
Pour n dans N, calculer les sommes suivantes : k=1
L Sp= Z(8k +2) Exercice 22 (&)
k=0
n On pose a; ; = min(s, j) pour i,j € [1,n].
2. 8, = Z(4k2 —4k—2) Calculer la somme Z aij.
k=0 1<4,j<n
—~ 2F Exercice 23 (&
3. 5, = Z 5k+1 ( )
k=0 Calculer les sommes suivantes :
n+2 gok41 i * =
3 1. Soit n € N*, §,, = Z 1
4. S, = Z oF 1<i<j<n
k:B n—1 n i
= i=1 j=i+1
6. 5, — play . Exercice 24 (&)
k—n Soit n € N, montrer de deux facons différentes que
50
n—1
7.8, = (8i+6) _ (2n)!
p [Ter+1) = ST

2n
8. =) K
k=n
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Exercice 25 (V)

1. Soient ay, az, ...a, n éléments de R’ . Montrer que :
n n
In (H ak> = Zln(ak).
k=1 k=1
2. Soient a1, a9, ...qa, n éléments de R. Montrer que :

n n
exp <Z ozk) = H e,
k=1 k=1
3. Application : donner une expression en fonction de n

de R, = H et et de S, = Zln(k).
k=1 k=2

Exercice 26 (&)

Calculer les sommes suivantes pour tout n € N (ou n € N*
pour la question 2.)

L3 (30)
23 ()

"\ Lk
3. 22
k=0

Exercice 27 (#)

Calculer pour tout n > 2, les sommes suivantes :

- n
1. k
(%)
k=0

& Du tréfle A brouter...

& Qui s’y frotte s'y pique!
¥ A connaitre par coeur.

® Calculatoire, risque de
rester sur le carreau!
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