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Exercice 1

1. Par définition, Fx(z) = P(X < x)

e Siz<0, Fx(z)=

eSi0o<r<1, Fx(z)=PX=0)=03

eSil<zr<?2 Fx(z)=PX=0+P(X=1)=034+02=05

eSi2<z<3, Fx(x)=PX=04+P(X=1)+P(X =2)=05+0.15=0.65

eSi3<wr<4, Fx(@)=PX=0+P(X=1)+P(X=2)+P(X=3)=065+0.15=0.8

e Sid<r<b Fx(z)=PX=0)+P(X=1)+4P(X=2)+P(X=3)+P(X=4)=08+01=0.9

¢ Sis5<z<6, Fx(z)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)+P(X =3)+P(X =4)+P(X =5) = 0.9+0.05 = 0.95

eSiz>6 Fx(r)=P(X=0+P(X=1)+P(X=2)+P(X =3)+P(X =4)+P(X=5)+P(X =6et +) =
0.954+0.05=1
En résumé,

1 x =6
Voici une représentation graphique de F'x :
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. La probabilité que la machine ait plus de 3 pannes correspond au terme P(X > 3). On a :

P(X>3)=1-P(X <3)
=1-P(X=0)-P(X=1)-P(X =2)
=1-0.3-0.2-0.15 = 0.35.

La probabilité que la machine ait plus de 3 pannes est donc de 0.35.

. Remarquons tout d'abord que :
P(X >22))=05 <= 1-P(X <1z9) =05 < P(X <x9) =0.5.

Au regard de |'expression de la fonction de répartition Fx, on remarque P(X < 2) = 0.5. Ainsi 29 = 2.

. Ona P(X < z1) = Fx(x1). Or d’aprés I'expression de F'x, on voit qu'elle ne prend jamais la valeur 0.7. Ainsi il n’existe
aucun z tel que Fx(x1) = 0.7.

. D'aprés le cours, on a :

E(X)= Y  aP(X=u)

Dans notre exemple, cela donne :
E(X)=0x03+1x02+2x015+3x0.15+4x0.1+5x0.05+7.5x 0.05=1.975.

Le nombre moyen de pannes journaliéres est de 1.975 pannes.
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2 Exercice 2

Soit X < G(p) avec p €]0, 1], on rappelle que X () = N* et que pour tout k € N*, P(X = k) = p(1 — p)*~'. Calculons la
fonction de répartition de X. On a :

Sit<1, Fx(t)=P(X <t)=0
Site[l,2] Fx(t) = P(X <t) = P(X =1
Site2,3) Fx() = P(X <t)=P(X =1)+ P(X =2) = p+ p(1 — p) = p(2 — p)

Site 3,4 Fx(t) = P(X <t) = P(X = 1)+ P(X =2)+P(X = 3) = p(1-2p)+p(1—p)* = p(1-2p+1-2p+p?) =
p(2—4p+p°)

Site [k, k+ 1] pour k € N,

k
Fx(t)=P(X <t)=Y P(X =)
. .z:1 . |
=2 p(=p) Tt =p) (1-p)
k (1 _ )k
- ﬁ;(l_p)i pE et 11(<11 ]2)
=1-(1-p)*

3 Exercice 3

1.

On introduit deux variables aléatoires Ny et N, égales respectivement au numéro de la premiére boule et au numéro de la
deuxiéme boule. On a donc Y = max(Ny, Ns).

On a: Y (Q) = [2,n] car on tire les deux boules simultanément donc si I'une a le numéro 1, le plus petit numéro que peut
avoir I'autre boule est le 2. Déterminons la fonction de répartition de Y. Soit k& € [2,n], on a :

P(Y < k) = P(max(N1, Ny) < k)
= P([N1 < k] N[N2 < K])

a (2)
_k " k-1
n (n—1)
_ k-1
~n(n—1)
Pour k € [3,n], on a:
P(Y =k)=P(Y <k)—P(Y <k-1)
ko) (E-Dk-2)
~n(n—1) n(n—1)
2k —1)
~n(n—1)
1 2
Ona: PY=2)=—+=——.
( ) ;) nn—1)
La formule précédente est donc valable pour k = 2 également, on a donc :
- gy 22D
Y(Q) =[2,n] et PY =k)= Y p—

Maintenant que I'on connait la loi de Y, on en déduit facilement son espérance. Y est une variable aléatoire finie donc son
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espérance existe, on a :

6 2

_ 2(n+1)

3

2. En reprenant les notations introduites a la question 1., on peut écrire que : X = min(Ny, Na).
Ona: X(Q) =[1,n—1] car on tire les deux boules simultanément donc si I'une a le numéro n, le plus grand numéro que
peut avoir I'autre boule est le n — 1. Déterminons la fonction de répartition de X. Soit k € [1,n — 1], on a:

P(X < k) = P(min(Ny, Na) < k)

Pour k € [2,n — 1], on a:

Ona:P(X=1)=

(min

(min

n—=k
—1—P(N; 2 k+1)Py,speny(Na 2 k+1) ou P(X<k)=1- (")

Nl,NQ) > k)

(
(N1, No) >k +1)
]

Ny > k+1N[Ny > k+1])

n—k n-—-k-—1
X

(n—1)

(nfk)(nfk—l).

n(n—1)

(n—k)n—*k—1) _<1_ (n(kl))(n(k1)1)>

n(n—1)

_n=k+1)(n—-k) (n—k)(n—k—1)

nin—1) n(n—1)
n—k)n—-k+1-n+k+1)
n(n —1)

2(n—1) 2

S nn—1)

La formule précédente est donc valable pour £ = 1 également, on a donc :

XQ) =[l,n—1] et PY =k) = ——"
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4 Exercice 5

1. Il faut potentiellement une infinité de tirages pour obtenir une boule noire et X peut prendre la valeur 0 si on n'obtient

jamais de boule noire. Ainsi
X(Q)=N"U{0} =N.

. On doit déterminer P(X = k) pour k € N.

Soit k dans N*. Calculons P(X = k).
On note B; |'événement : « tirer une boule blanche au i-éme tirage » et N; I'événement : « tirer une boule noire au i-éme
tirage ». (X = k) correspond a I'événement : tirer une premiére boule noire au k-éme tirage. On a alors :

(X=k)=B1NBaN...NBr_1 NN

donc
P(X=k)=P(BiNBaN...NBp_1 N Ng)

D’aprés la formule des probabilités composées, on a :

P(X = k) = P(B1> X ]DB1 (BQ) X PBIQB2(B3> X ... X PBlﬁ...ﬁBk,g(kal) X PBlﬁ...ﬁBk,l(Nk)

donc 1 2 3 k—1 1 1
P(X=k)==X=x=x...x— = .
( ok Rl EOREtEey w3
Il reste a déterminer P(X = 0). L'événement (X = 0) correspond au fait de ne tirer que des boules blanches. Ainsi :
(X=0=B1NB;NBsN...= () Bn.
neN*

Si on tire une boule blanche au n + 1-éme tirage alors c'est qu’on a tiré une boule blanche au n-éme tirage (sinon les tirages
se seraient arrétés). Ainsi B,,+1 C By, et donc la suite (B,,),, est décroissante. D’apreés le théoréme de la limite monotone,
on a donc :

P(X=0)=P(() Bn)= lim P(B,).

n—-+o0o
neN*

L'événement B,, correspond a avoir une boule blanche au n-éme tirage, cela veut donc dire qu'on n'a eu que des boules
blanches aux tirages d'avant. On a donc :

B, =B, NBsNBsN...NB,.

Ainsi d’aprés la formule des probabilités composées :

1
— X
2

P(Bn) =

Ainsi P(X =0) = lim P(B,)= lim
n—-+oo n—+4o0o N + 1
Remarque : Pour calculer P(X = 0), on peut aussi utiliser le corollaire du théoréme de limite monotone :

P(X=0)= lm P (ﬁ Bk>

k=1

n

et le terme P <ﬂ Bk> peut se calculer A I'aide de la formule des probabilités composées.
k=1
. Soit n € N*, étudions la convergence de la somme partielle :

Rappelons cet astuce déja vu :

On a alors
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Par télescopage, on obtient :

- 1
Y P(X=k)=1- -
k=1 nt
Or, nglfm (1 i 1) = 1 donc la série Z P(X =n) converge et :

nz1

+fP(X =k) =1
k=1

5 Exercice 7

—+o0

1. On définit bien une loi de probabilité si ZP(X = k) = 1. Calculons la somme de cette série en fonction de a et ensuite

k=1
cherchons a pour que sa somme fasse 1. On doit donc commencer par étudier la convergence de cette série et pour cela,

on introduit sa somme partielle. Soit n € N*, on a :

n 0o n . k

Sre=n =Yt ey =ad ()

k=1 k:ln ) k:11 ) k:1n Ny
3 (5) () =2 (5)

. . . : . 1
On reconnait alors la somme partielle de la série géométrique dérivée premiére pour ¢ = 3 Cette somme converge car

q €] —1;1[, on a alors :

= a 3a a
Za?fk: o= Ca=g.
k=1 1=3

Il faut donc que pour que I'on définisse bien une loi de probabilité.
2. Soit k € N*, on se demande si

+00 +oo 400 +oo
> P(X=2k)<> P(X=2k+1) oubien Y P(X=2k)>> P(X=2k+1).
k=1 k=0 k=1 k=0

On doit donc calculer ces deux séries. On sait déja que les séries convergent car on a bien défini une loi de probabilité.

On a:
—+o0 —+o0 2 —+o0 1 —+o0 1
ZP(X:2k>:Zng:2 (32)F Qng
k=1 k=1 k=1 k=1
+oo k +oo k
1 1
=23 (z) =2 =) -1
k=1 k=0
1 1
(1))
1-1 4
On a:
—+oo +oo +oo +oo
2 1 2 1
D PX=2k+1)=) ooy =2 m=52@
k=0 k=0 k=0 k=0

SEG)-3HEG))

1 3 . . . .
Comme 1 < 1 la variable aléatoire X a plus de chance de prendre des valeurs impaires.
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3. Commencons par montrer que X admet une espérance. Pour cela on doit étudier I'absolue convergence de la série de terme
général kP(X = k). Ce terme étant positif, cela revient a étudier la convergence de cette série. Soit n € N*, on a :

n 9 n 1 k 9 n 1 k—1
sn:;kﬁzzkz_lk(g) -3k (3)

k=1

. : . . . 1 .
On reconnait alors la somme partielle de la série géométrique dérivée premiére avec ¢ = 3 Cette somme partielle converge

car g €] — 1; 1[. Ainsi notre série converge donc X admet une espérance et on a :

1 3

Montrons que X admet une variance. Pour cela, montrons qu'elle admet un moment d’ordre 2, c'est a dire que F(X?)
existe bien. Pour cela, d’aprés le théoréme de transfert, on doit étudier I'absolue convergence de la série de terme général
kQP(X = k). Ce terme étant positif, cela revient a étudier la convergence de cette série. Soit n € N*, on a :

On reconnait d'abord la somme partielle de la série géométrique dérivée seconde pour ¢ = 3 et ensuite la somme partielle

1
de la série géométrique dérivée premiére pour ¢ = 3 Ces deux sommes partielles convergent car ¢ €] — 1; 1[. Ainsi E(X?)
existe et on a : 5
B(X?%) = 9 X ———— +

On conclut a 'aide de la formule de Kénig-Huygens :

Vi) = B0 - (B2 =3 (5) =5

4.0naY = X(X —1) = X? - X. Comme X admet une espérance et une variance, on en déduit que Y admet bien une
espérance. Par linéarité de I'espérance, on a :

Ainsi la variable aléatoire Y admet bien une espérance.

6 Exercice 8

o , . _ a _
1. On appelle succés I'événement « obtenir une premiére boule blanche ». Sa probabilité vaut p; = P Alors la variable
a

aléatoire X qui est égale au rang d'apparition de la premiére boule blanche compte le nombre d'épreuves nécessaires pour
obtenir un premier succes en répétant indépendamment |'expérience de Bernoulli associée. Elle suit donc une loi géométrique
de paramétre p;. On a : X7 < G(p1). On a alors :

N a b\ k1
Pour ke N*, P(X;=k)=(1- = (—
our k € N¥, (X1 ) < a+b> s <a+b> X

a+b

! A .
D’aprés le cours, on a :
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2. On peut représenter ainsi le résultat d'un tirage ot la premiére boule blanche arrive en j-éme position et ol la deuxiéme
boule blanche arrive en k-éme position :

O O O O o o o O O O O
— j-éme boule blanche k-éme boule blanche
7—1 boules noires k—j—1 boules noires

La variable aléatoire X5 est égale au rang d’apparition de la deuxiéme boule blanche. On a X»(©2) = N\ {0,1}.

b1 “ b k—2
Pour k € X2(9), P(X2:k7):( 1 )aerX(aer) 8

k—1 o . A
e Terme bleu : Avec le terme ( 1 ) on choisit I'emplacement de la premiére boule blanche. Elle peut étre partout sauf

en k-éme position. Ce terme est multiplié par la probabilité de tirer une boule blanche, a savoir

a
e Terme rouge : Une fois la premiére et la deuxiéme boule blanche fixées, on n’a plus le choix pour nos k — 2 boules noires

k—2
. : : . b
restantes. On a donc la probabilité de tirer kK — 2 boules noires, a savoir P
a
° : La derniére boule est forcément blanche et il ne reste plus qu'a multiplier par la probabilité de tirer une

boule blanche, a savoir a4 .
a+b
Ainsi,
a \2 b k—2
pOUrI{/’GXQ(Q), P(ngk):(k/’—l) ( ) ( ) .

a+b b+a

Autre méthode pour calculer P(X5 = k) : Cette deuxiéme méthode est plus dans I'esprit du chapitre sur les couples de
variables aléatoires que nous ferons dans quelques semaines.

= P([X1 = j])Pix,—j1 ([ X2 = k)
() ()

~e-n (7)< ()

Calculons I'espérance de la variable aléatoire X5, son support étant infini, étudions la convergence de la série de terme
général nP(Xs = n). Pour cela, étudions sa somme partielle, soit n € N\ {0,1} :

ékp(XQk) kik(kl) (ajlrb)2 (aib)k2

(a) X v ()

. ) . ) b .
On reconnaft la somme partielle d'une série géométrique dérivée seconde avec ¢ = ——. Cette somme partielle converge
+b
a

car q €] — 1;1]. Ainsi X3 admet une espérance et on a :

o = (585) g~ () <M

a+b

3. On remarque que E(X2) = 2E(X). Le temps d'attente moyen de la deuxiéme boule blanche est le double du temps
d'attente moyen de la premiére boule blanche.
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7 Exercice 9

Notons X la variable aléatoire égale au nombre d'appels recus par minute. D'aprés I'énoncé, le nombre moyen d'appels recus
par minute entre 10h et 11h est de 1,8. On a donc E(X) = 1,8. Or I'énoncé nous dit également que X suit une loi de Poisson de
paramétre X. Or pour une loi de Poisson E(X) = A. Ainsi A = 1.8 et on a X — P(L,8).

1. On cherche P(X =0). Ona:

\0
P(X=0)= ae_’\ =e 18,
2. On cherche P(X =1).On a:
P(X=1)= i—je_’\ =1,8xe 18

3. On cherche P(X =2). On a:

4. On cherche P(X >2). On a:

1,8)2
P(X>2)=1-P(X<2)=1-PX=0-PX=1)-PX=2)=1-e"-1,8xe ¥~ ( ’2) x e 18
8 Exercice 12
1
La loi de X est connue mais pas celle de Y = ———. Pour calculer son espérance, on va donc utiliser le théoréme de transfert.

X+1
Ona:

EY)=E (1 72—1 P(X=k) =Y 1 A—keﬂfzi’\k e
B 1+ X 7k€N1+k B 7k€Nkz+1k! 7k€N(k+1)! '

)\k
(k+ 1)
terme général étant positif, étudier I'absolue convergence revient a étudier la convergence. Pour cela, étudions sa somme partielle,
soitn € N :

On doit donc étudier |'absolue convergence de la série de terme général e~ pour montrer que Y admet une espérance. Le

n

Mo & AR
Z(k+1)!e _kzzo(k+1)!e

k=0
_ e—/\ n )\k+1
T !
A P (k+1)
ei)\ n+1 j ‘
= — enposant j =k+1
A~ 4l
j=1
2 (E2
A 4!
§=0
On reconnait alors la somme partielle de la série exponentielle, elle converge et donc Y admet une espérance, on a :
Y
e 1
EY)=—(e"=1)==(1—e?).
()= S (@ 1) = 1 (1)
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9 Exercice 13

Soit X < G(p), on a:

k
. o (1-(-p*
B —-p a p><1—(1—p)>

On a pour tout (k,1) € N* x N*,

P(X>D)N(X>k+1)
P(X >1) '

Orsi X > k+1, en particulier X > 1 donc (X >1)N(X >k+1)= (X > k+1), on a alors (en utilisant le calcul précédent) :

o\k+l
P(X>l)(X>k+l)=P(]§i;]>€;;l) = (1(11);; =(1-p)P=PX > k).
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