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Etude d'un probleme, corrigé

Probléeme 1 Ecricome 2017 voie S

1. (a) Par croissance comparée, lim zln(x) =0 donc| lim f(z) =0]|
z—0t z—0t

Et alors, par continuité de I'exponentielle, lim g(z) = lim ef® =¥ = 1. Ainsi [ lim g(z) =1|
z—0t1 z—0t z—0+

(b) Notons que, par croissance de |'exponentielle, il suffit d'étudier le sens de variation de f, car alors g = exp(f) posséde
les mémes variations que f. La fonction f est dérivable sur |0, 1] car produit de fonctions dérivables, avec

t
f'(t)=1Int + e Int+ 1.

Onadonc f/(t) > 0 < Int > —1 < t > e~ '. Et donc le tableau de variations de f, puis celui de g s'en déduisent

immédiatement. On a : »

fleT)=eTl(-)=—e" et gleT)=e"

x 0 e 1 1
f'(x) - 0 +
0 0
Variations
de f
_671
x 0 e 1 1
g'(x) - 0 +
1 1
Variations
de g
e

1
(c) La fonction g est continue sur ]0, 1], et prolongeable par continuité en 0 , donc I'intégrale / g(t)dt est faussement
0

impropre, et donc ( convergente|.

2. (a) Pour n =0, la fonction t + (tInt)° = 1 est continue sur ]0, 1] et prolongeable par continuité en 0.
Et pour n > 1, la fonction t — (t1n(t))"™ est continue sur ]0, 1], et d’aprés la question 1.(a), admet une limite finie en
0.
Dans les deux cas, t — (tInt)" est prolongeable par continuité en une fonction continue sur [0, 1], donc l'intégrale

1
/ (t1n(t))"dt est faussement impropre, et donc .
0

(b) D’apreés le tableau de variations réalisé a la question 1.(b), on a, pour tout ¢ €]0, 1], |f(t)] < e~ *. Et donc pour tout
t €]0,1] et tout n € N,
[(tIn(t)"] < (e7H)" < 1.

1 -1
/(tlnt)”dt‘g/ 1dt = 1.
0 0
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Ainsi, par l'inégalité triangulaire,
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On en déduit donc que
1

nl’

Par le théoréme d'encadrement, on a alors |u,|] — 0 et donc .
n—-+oo n—-+oo

1! 1!
(c) Onawuy == | 1dt =1 donc(up = 1] D'autre part, uy = — [ ¢In(¢)dt. Procédons alors & une intégration par

t
parties sur un segment de la forme [A, 1], avec A €]0, 1], en posant u(t) = Int et v(t) = 5 de sorte que u et v sont
1
t

0 < Jun| <

deux fonctions de classe C* sur [A,1] avec u/(t) = = et /() = t. Alors

1 2 1 142
t t1

tIn(t)dt = | = In(t —/ ——dt
/A (¥ [2 ()]A a2

A? Ly
= Ly - | Llae

A2 271
A - {t_]

2 1),

A2 1 A2
= Ay -+ 2

g ) -3+

0 : e, Tim o In(4) = 0 donc Tim —“om(a) - L+ A — L onad 1
n m —_— = n [ — - _ = ——, n n E—
I par Ccroissance comparee, ALHSJr B n onc Ai{IOI+ B n 4 4 4 a aonc | up 4

(d) Calculons wu, a I'aide d'une intégration par parties sur un segment de la forme [A,1], en posant u(t) = (In¢)" et
thrl
v(t) = =y qui sont bien deux fonctions de classe C* sur [4, 1], avec
n

u(t) = %(hat)"_l et v/ (t) =t

Alors
1 1 1 1 1
vt vt
/ " (lnt)"dt = ()| — —~ / (Int)"~1dt
A n+1 A on+l ),
An+1 1
S (InA)" — —~ / " In(t)"~dt
n+1 n+1J4
AnJrl
Or lim — (In A)™ = 0 par croissance comparée donc

A—0t n+1

: AnJrl n n ' n n—1 n ! n n—1
lim — (In A)" — t" ()" dt = — t"(lnt)"~ dt
A—ot n+1 n+1 /4 n+1Jy

Une nouvelle intégration par parties nous donne

1

1 gntl n—1 !
/ t"(Int)"tdt = LH 1(hmt)”l] — / t"(Int)"2dt

A A n+1

Antl —1 !
= (nayt -2 / t"(Int)"~2dt

n+1 n+1 /4
n—1 (!

— - / t"(Int)"~2dt
A—o0t n+1 /g

Plus généralement, une intégration par parties similaire prouve que pour tout k <n — 1,

1 1
—k
/t"(lnt)"‘kdt:—n /t"(lnt)"‘k_ldt
0 0

n+1

Et alors

S R LR B G ) 1 (e D O S B e ) T G Vi
Uy = /Ot(l £t = /Ot(l " 2dt == /Otdt—(

aln+1 n! (n+41)2 n! (n+1)" n+ 17+l
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(e) Pourn>1,0na
0< | L1 1
X |Un| = B I 5
(n+1)r+l = (n+1)2 = n?

. 1 . : , .
Or, la série de terme général — est une série (de Riemann) convergente, et donc par critére de comparaison pour les

séries 3 termes positifs, la série de terme général |u,| est également convergente. Ainsi, la série de terme général u,, est

absolument convergente, et donc [ convergente ).

On peut proposer la fonction suivante :

—~~
—
N—r

def somme(n):
S=0
for k in range(n+1):
S=S+(—1)*xk/(k+1)**x(k+1)
return S

Gl W=

: _ : . 1
3.(a) Notons h : =+ e® la fonction exponentielle. Pour tout n € N, la fonction h est de classe C"! sur {—,0], et pour
e

1
tout k € [0,n + 1], h¥)(x) = e®. En particulier, pour tout ¢ € [——,O} on a
&
[P ()] = e < =1.

1
Ainsi, d'aprés |'inégalité de Taylor-Lagrange, pour tout x € [—, 0}
e

n
h(k) (0) |$|n+1
h(z) — kIl <
() kzzo Ko S 1)
Soit encore
oNmat| e
= k! (n+1)!
, 1 1 wer 1
Mais pour z € |—=,0],|z| < —, de sorte que |z < - Et donc
e e e

1
g e —
entl(n+1)!

n
x E xk
e’ — -
k!

k=0

1
(b) Nous avons prouvé a la question 1.(b) que pour tout ¢ €]0,1], tInt € [——, O} Et donc le résultat de la question 3.(a)
e

s'applique : pour tout ¢ €]0, 1],
1
= entl(n 1)

n k
tin(t) (tlnt)
D Dy

k=0

Par croissance de |'intégrale, on a alors

/

"L (tlnt)k
ot In() _ Z (

g /1 dt 7 1
k! S o entin+ 1) entl(n +1)!

k=0

D’autre part, on a

1 n
|[I — S, = / e““tdthUk
0 k=0

Or, par l'inégalité triangulaire, on a :

1 n 1
1
etlntgr — ) " — / (tInt)*dt

/1 etlnti - (tlnt)k dtl .
0 £ gl

1

I-5,= —_—
| | entl(n+1)!

n k
ot In(t) _ Z (tlnt) dt <

k!

.
g /
0
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k=0




ECG1, mathématiques Etude d’un probléme, corrigé Mai 2025

1
(c) Ona: lim ———— =0, donc par le théoréme d’'encadrement, |I — S| — 0. On en déduit que
n——+00 e"+1(n + 1)' n——+00

lim I—-S5,=0<= lim S,=1.

n—-+o0o n—-+oo
“+oo
Mais S,, est la somme partielle d'ordre n de la série de terme général u,,, et donc cette série converge et E up = 1.
k=0

Or, en utilisant le résultat de la question 2.(d), il vient

—+o0 —+o0 _ “+o0
_ (=D* Dt ="
S IET R T

(d) La question 3.(b) nous donne une majoration de I'écart entre I et la somme partielle d’ordre n de la série. Et donc si

< g, alors [T — S,,| < &, de sorte que S,, est une valeur approchée de I a e prés. Nous proposons donc le

entl(n+1)!
programme suivant, qui calcule les valeurs successives de ——————— et s’arréte lorsque cette valeur est inférieure ou
entl(n +1)!

égale a €.

1 |def estimation(eps):

2 I=1

3 n=1

4 majorant = np.exp(—1)

5 while majorant >= eps

6 I= I+(=D**n/((n+1)**(n+1))

7 n=n+1

8 majorant=majorantxnp.exp(—1)/n

9 return |
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