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ECG1, mathématiques Correction du TD 23 Chapitre 23

1 Exercice 4

Soit M € [1;+o0], calculons la valeur de I'intégrale

1
Pour cela, calculons une primitive de la fonction f(z) = n(x) Remarquons que :
x
l 1
n() = — x In(z).
€T €T

Ainsi f semble étre de la forme u'u avec u(z) = In(x). Or v/(z) = l On a donc :
T

Ainsi une primitive de f est donnée par :

1 1
F(z) = §u2 = 5(1n(x))2
Ainsi :
M M
1 1
/ n(z) dz = {— 1n(ac)2]
1 X 2 1
1 1
=3 In(M)? — 3 In(1)?
1
=3 In(M)?.
M 400
1 1
Or lim In(M)? = +oo donc lim In(z) dz = 400 ainsi I'intégrale / n(z) dx diverge.
M—+oco M—+oo Jq x 1 x

2 Exercice 5

1

La fonction ¢ — In(t) est continue sur ]0,1] donc I'intégrale est impropre en 0. Posons 0 < m < 1 et calculons In(¢)d¢.
m
’ u(t) =t
o . u'(t) =1
Pour cela effectuons une intégration par parties. Posons alors 1 - Onaalors:
v(t) = In(t) V(=1
1 1 1
/ In(t)dt = [tIn(t)]}, —/ t x —dt
m m t
= —mln(m) — (1 —m)
=m—mln(m)—1
Or lim mIn(m) = 0 par croissance comparée donc :
m—0
1
lim In(t)dt = —1
m—0 /.
1
L'intégrale / In(t)dt est donc convergente et vaut 1.
0
3 Exercice 8
1
1. La fonction & — ———— est continue sur [1, +oo[ donc I'intégrale est impropre en +oo. La fonction intégrée est positive

z(142)?
et on a au voisinage de +o0o0 :
1 1

z(1+4 x)? TR

+o0 +oo
Or / —dx est une intégrale de Riemann convergente car 3 > 1. Ainsi l'intégrale / mdm est convergente.
1 1 x X

3
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ECG1, mathématiques Correction du TD 23 Chapitre 23

2. Commencons par chercher trois réels a, b et ¢ tels que :

1 a b c

v —_ == :
vzh x(x+1)2 z+1+z+(1+:p)2

WV

En mettant le membre de droite au méme dénominateur, on a :

a b ¢ a(l+a)?+ba(l+a)+cx
E+1+x+(1+:p)2_ (14 x)?
a+ 2ax + ax?® + br + bx? + cx
x(1+ x)?
_(a+b)2+ (2a+b+c)r+a
B x(1+ xz)?

On procéde alors par identification pour obtenir |'égalité, il faut
a=1 2a+4+b+c=0, a+b=0.

Ainsi on a :
b=—-a=-1, ¢c=-2a—b=-2+1=-1.

Ainsi
1 1 -1 -1

z(z +1)2 :E+1+x+(1+$)2'

M
3. Soit M € [1; 400, calculons la valeur de I'intégrale / ﬁdx. Pour cela, calculons une primitive de la fonction
1z x

1
5~ D'aprés ce qui précede, on a:

f(ﬂﬂ):m

1 1 1

f(ac)z;—lJrz (14 )2

Il nous faut donc calculer une primitive des trois termes composant f.

1
(a) Une primitive de « — — est donnée par z — In(x).
x

/
est de la forme — avec u(z) =1 + . Ainsi une primitive est donnée par = — In |1 + z|.
u

1
b) La foncti —
(b) La fonction x T2

1
Une primitive de la fonction = +— — T est donc donnée par z — —1In |1 + z|.
€T

1
(c) La fonction x — FeSE est de la forme v/'u® avec u(z) = 1 + 2 et @« = —2. Ainsi une primitive est donnée par
x
L4z)?H = — .
xr—>_2+1( +x) T2 1 1
Une primitive de la fonction & — ————— est donc donnée par = — .
(1+x)? 1+x
Ainsi une primitive de f est donnée par :
F(z)=ln(z) —In|1 4+ x|+ !
z) =In(z) — In x|+ —.
1+
Nous pouvons alors calculer I'intégrale :
Mo 1 1M
——dz= |1 —1In|1 e
/1 AT x [n(z) n| +z|+1+x]1
1 1
=In(M)—-In|1+M —In(1)+In[1+1| - ——
0(M) = In 1+ M|+ 1 — () +In 1 +1] =
1
=In(M)—In(1+ M In(2) —1
n(M) ~ In(1+ M) + T + In(?)

M 1
1n<1+M>+1+M+ln(2)1
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ECG1, mathématiques Correction du TD 23 Chapitre 23

M
In(2) — 1. A priori, la limite du t In{——
+1n(2) priori, la limite du terme n(1+M)

” 10US reste a|OIS a\ Ca|Cu|eI Ia I“ ite du terme 111 +

est une forme indéterminée. Remarquons que

M 1+ M 1
ln :—ln + :_ln 1+_
1+ M M M

. 1
) = —1In(1) =0. Or M1~I>HJ}001—|—M

On en déduit donc par composée de limites que lim In < =0, ainsi

M —+o00 1+M

. M 1
Mlinﬁooln<1+M) + T f +1In(2) -1 =1n(2) — 1.

+oo 1
_— =In(2) — 1.
/1 $(1+x>2dx n(2)

En conclusion,

4 Exercice 9

1.
2.

3.

M
. ’. 2 — 2 . , . .
Soit M € [0; +o0], calculons I'intégrale / x3e™% dx. Pour cela, effectuons une intégration par parties. Commencons par
0

remarquer que :

e =22 x xe”®
1 =
u'(x) = ze u(z) = 3¢ ¢
Posons g alors
v(w) == V' (z) = 22

Par intégration par parties :

M , M
/ e dx:/ o (z)v(z) dz
0 0

M
= [u(z)v(x)])" - /0 u(z)' (z) da

12, 0M Mo,
= [——ez acQ] —/ ——e " x2zdx
2 o Jo 2

1 o a2 Mo
=—=M-=e + Te dx
2 0

M
1 1
_§M26_M2 + |:_§e—z2:|

0
1 2 1 2 1
= MZ2eM _ Zg™M —.
2 2 2
. — 2 . ’ . — 2
Or lim e ™ =0et par croissance comparée, lim M?e™M" =0 donc
M ——+o00 M——+o0

1 2 1 2 1 1
lim —MZe ™M —Z¢ M 4 - =2,
M—+co 2 2 2 2

+oo
1
/ e dr = =.
0 2

+oo
. e P —z2
Ainsi | mtegrale/ z3e™ dx converge et
0

5 Exercice 13

1.

(z— 1)

p dx est continue sur [1,4o00[ donc I'intégrale est impropre en +00. On a au voisinage de +o0 :
x

La fonction z —

(x—1)" a” 1
xn+2 ~ $n+2 ~ E
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—+o0
La fonction intégrée est positive et on sait que |'intégrale / — dx converge car c'est une intégrale de Riemann avec
1 X

2 > 1. Ainsi l'intégrale I,, converge.

' 1
2. Posons la fonction w : [1, +00[—]0, 1] définie par u(x) = —. La fonction u est strictement décroissante de [1,+oo[ sur

10, 1] et continue donc réalise une bijection entre ses deux espaces. De plus, elle est dérivable sur [1,+oo[. On peut donc
poser le changement de variables ¢ = u(z). On a alors :
o = —
t

1

[ ] dt:'——de

T
e Siz=1,t=1etsiz — +oo,t— 0.
Comme on sait que I, converge, on peut déja écrire que :

zn:/1+oo(x_1)" « (é)n « %dx/lo (%-1)71 <t x (—dt):/ol(l—t)"dt

L'intégrale obtenue n'est plus impropre car la fonction ¢ — (1 —¢)" est continue sur [0,1]. On a alors :

e

n+1 n+1

6 Exercice 14

1. Soit n € N, la fonction ¢ ~ t"e™" est continue sur [0, +oo[ donc I'intégrale est impropre en +0o. On a au voisinage de

400 :
1
the "t =0 (_tQ)

tne—t
lim = lim t""2e~t =0.
1
t——+o0 = t——+oo

En effet, par croissance comparée,

+oo
La fonction intégrée est positive et on sait que I'intégrale / t—th converge car c'est une intégrale de Riemann avec
1

2 > 1. Ainsi l'intégrale J,, converge.

M
2. Soit M > 0, effectuons une intégration par parties sur l'intégrale / tntletdt.
1

") = et u(z) = —e
Posons { ®) enH alors
v(z) =t V' (z) = (n+ )"
Par intégration par parties :

M M M
/0 ftle—tqs — [tn+1(_e—tﬂ0 _/0 (—e Y (n + D)t"dt
’ M
— _MnJrlefIbI + (n+ 1)/ tneftdt
0

Comme pour tout n € N, J,, converge, on a :

M
lim t"Hle tdt = J,
M=o [ e
et
M
lim t"e~tdt = J,,.
M——+o0 0

De plus, lim —M""te™™ =0 par croissance comparée. Ainsi :
M —~+oc0

Int1 = (TL + 1)Jn

3. On conjecture que pour tout n € N, J,, = nl. Démontrons-le par récurrence. Posons pour n € N, P(n) : « J, =n! ».
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Initialisation (n = 0) Jy :/ e tdt. Or
1

[ee) M
/ etdt = lim eldt= lim —e ™M4+1=1.
1 M—+o0 Jg M——+o00

De plus, 0! = 1. Ainsi P(0) est vraie.

Hérédité Soit n € N, supposons P(n) vraie et montrons que P(n + 1) est vraie. On a :

Jnt1 = (n+1)J, d'aprés la question précédente
= (n+1)n! par hypothése de récurrence
=(n+1)!

Ainsi P(n + 1) est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion Vn € N, J,, =nl.
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