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1

Exercice 2

1. Ona:

E = {(x,y,z) ER? | z=2y— z} = {(ny 2,9,2) ER® | (y,2) € RQ} = Vect((2,1,0),(—1,0,1)).

F; est donc un espace vectoriel en tant que sous-espace vectoriel de R®. La famille ((2,1,0), (—1,0, 1)) est génératrice de
E et elle est composée de deux vecteurs non colinéaires, c'est donc une base de E. On en déduit que E; est de dimension
2.

. Commencons par échelonner le systéme :

Faisons Ly < Loy — 3L, 0n a:
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On a donc :
Ey={(z,y,2) €R® |z =2 et y=2z}={(222,2) €R® | 2 € R} = Vect((1,2,1)).

F, est donc un espace vectoriel en tant que sous-espace vectoriel de R*. La famille ((1,2,1)) est génératrice de F et elle
est composée d'un unique vecteur non nul, c'est donc une base de F5. On en déduit que Fs est de dimension 1.

3. Ona:

Es = {(z,z,2) €R® | x € R*} = Vect((1,1,1)).

E3 est donc un espace vectoriel en tant que sous-espace vectoriel de R3. La famille ((1,1,1)) est génératrice de Fj3 et elle
est composée d'un unique vecteur non nul, c'est donc une base de F5. On en déduit que F5 est de dimension 1.

Exercice 6

. La famille (P1, Py, P3, P;) est échelonnée en degré et formée de vecteurs de non nuls, c’est donc une famille libre. De plus,

elle est de cardinal 4 et dim(R3[z]) = 4, c'est donc une base de Rj|x].

. La famille de polynémes non nuls échelonnés en degré est libre. De plus, si elle est de cardinal n + 1, comme dim (R, [z]) =

n+ 1, on peut en déduire que c'est une base de R,,[z].

. La famille (P,..., P,) est échelonnée en degré car pour tout k € [0,n], deg(Px) = k. De plus, elle est formée de vecteurs

de non nuls, c’est donc une famille libre. On remarque qu’elle est de cardinal n+ 1 et comme dim(R,,[z]) = n+ 1, on peut
en conclure que c'est une base de R,,[z].

Exercice 15

1. Soit (z,y,2) € Ker(f) alors f((x,y,z)) = Ogs et donc (y — 2,z — x,2 —y) = (0,0,0). On obtient alors le systéme :

y — 2z = 0
(S)§ —= + 2z =0
r — y = 0
Echangeons L, et L3, on obtient
r -y = 0
(S) — -z + z =0
y — 2z = 0
Puis faisons Ly <— Ly + L1, on obtient :
x - y = 0 B
(S) = -y + 2z = 0 = { o Y =0
y — 2 = 0 y — 2z =0

Ainsi :
Ker(f) = {(z,y,2) €ER?* | x =y = 2} = {(2,2,2), 2 € R3} = Vect((1,1,1)).
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La famille ((1,1,1)) est donc génératrice de Ker(f) et elle est libre car composée d'un unique vecteur non nul, c'est donc
une base de Ker(f).
A I'aide du théoréme du rang, on en déduit que :

rg(f)=3-1=2.

Or
Im(f) = VeCt(f(el)v f(€2)a f(e3)) = VeCt((Ov -1, 1)a (17 0, 71)) (71, 1, 0))

On remarque que f(e2) + f(es3) = —f(e1). Ainsi :
Im(f) = Vect(f(e1), f(e2))

La famille ((0,—1,1),(1,0,—1)) est donc génératrice de Im(f) et on sait que c'est une base d'aprés le théoréme du rang
car elle est de cardinal 2.

2. Soit (z,y, z,t) € Ker(f), on a f((z,y, 2,t)) = Ogs et donc
2e+y+z,x+y+t,xa+2z—1t)=(0,0,0).

On obtient alors le systéme :

2t + y + =z = 0
(S) T + oy + t =0
T + z — t =0
On effectue les opérations : Lo < 2L, — L1 et Ly < 2L3 — L1, on a:
2t + y 4+ =z =0 .
S) = y—z+2t:0<:>{2x+y+i+2t_8
-y + z — 2t = 0 y o
2 + y = -z T = —z+t
(S)<:>{ y = z—2t <:>{y = z—2t

Ainsi
Ker(f) = {(—2+t,2z —2t,2,t) | (2,t) € R*} = Vect((—1,1,1,0),(1,-2,0,1)).
La famille ((—1,1,1,0),(1,—2,0,1)) est donc génératrice de Ker(f) et elle est libre car composée de deux vecteurs non

colinéaires. C'est donc une base de Ker(f).

A l'aide du théoréeme du rang, on en déduit que :

rg(f)=4—-2=2.
Or
Im(f) = Vect(f(e1), f(e2), f(es), fea)) = Vect((2,1,1),(1,1,0),(1,0,1),(0,1,-1))
On remarque que (1,1,0) + (1,0,1) = (2,1,1) donc :

Im(f) = Vect((1,1,0),(1,0,1),(0,1,-1))
On remarque aussi que (1,1,0) — (1,0,1) = (0,1, —1) donc :
Im(f) = Vect((1,1,0),(1,0,1)).

La famille ((1,1,0),(1,0,1)) est donc génératrice de Im(f) et on sait que c’est une base d'aprés le théoréme du rang car
elle est de cardinal 2.
3. Soit P € Ker(f) alors f(P) = 0 soit (P(0), P’(0), P"(0)) = (0,0,0). Posons (a,b,c) € R® tel que P(z) = az® + bx +c,
on a alors :
(¢,b,2a) = (0,0,0).

Ainsi P = 0 et Ker(f) = {0}. L'application P est donc injective. Comme dim(Rz[z]) = dim(R?), d'aprés le théoréme
du rang, on en déduit que f est bijective. Ainsi une base de I'image est donnée par une base de R3, par exemple la base
canonique de R3.
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4 Exercice 17

1
1. Pour tout P € R, |[z], / P(t)dt € R. Il reste donc a montrer que I'application f est linéaire.

(]
Soit A € R, soit (P, Q) (é R,,[z]* alors, en utilisant la linéarité de I'intégrale, on a :
1 1 1
fAAP+Q) = / (AP(t) +Q(t))dt = )\/ P(t)dt +/ Q(t)dt = Af(P)+ f(Q).
0 0 0

Ainsi | f € L(R,[z],R) |
Déterminons maintenant Im(f). On a : Im(f) C R donc rg(f) < dim(R) soit rg(f) < 1. Or f # 0 car par exemple
f(1) =1 doncrg(f) > 0. Ainsi rg(f) =1 et [Im(f) = R|.

2. On sait d'ores et déja grace au théoréme du rang que dim(Ker(f)) =n+1—-1=mn.

Soit P = Zakxk € Ker(f), on a alors f(P) = 0, en utilisant la linéarité de I'intégrale on obtient :
k=0

1 n
ay
)=0 thdt =0 =0 =
f(P <:>Eak/ @Eak[k+1:| <:>kzok+1

Grace a cette égalité, exprimons a,, en fonction des (ax) pour k variant de 1 an—1, on a:

n—1

a
anp=—(n+1) .
Pl
Ainsi )
Ker(f) = {P = Zakxk|f )=0}={P=> are" | an=—(n+1) zﬁﬁ
k=0 k=0
soit .
Ker(f { Zakx + (—(n—l—l);kﬁl)x" l, (ao,a1,...,an_1)€R"}
soit
+1 +2 _ +1
Ker(f) = { P = ao(1 = 0+ 1) + a1l = ")+ aale? = 52 4 b a7 = ) | o) €7
soit
1 1 1
Ker(f) = Vect 1—(n+1),x—n+ ,x2—n+ ,...,x"‘l—n+
2 3 n
) . n+1 5 n+1 ne1 N+1 o .
On obtient donc que la famille 17(n+1),x77,x — g — est génératrice de Ker(f), comme

elle est de cardinal n = dim(Ker(f)), c'est une base de Ker(f).

5 Exercice 19

Commengons par montrer une premiére inclusion. Soit y € Im(f), il existe alors x € E tel que y = f(x). Ainsi f(y) = f*(x)
et comme f2 = 0, on en déduit que f(y) = 0 et que donc y € Ker(f). On obtient alors la premiére inclusion.
De plus, d'aprés le théoréme du rang, on a :

2n = rg(f) + dim(Ker(f).
Comme on a supposé que rg(f) = n, on en déduit que dim(Ker(f) = n. Ainsi :

Im(f) C Ker(f) et dim(Im(f))= dim(Ker(f)).

On peut donc en conclure que :

Im(f) = Ker(f)
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6 Exercice 21

1. Ona:
G = {P = az’+br+c | c = a+btc =0} = {ax®+br+c | c=0 et a=—b} = {—bx’+br,bc R} = Vect((—z’+x)).

Ainsi G est I'espace engendré par la famille ((—z? + )), c’est donc bien un espace vectoriel.

2. Soit P € FNG alors P € F donc il existe (a,b) € R? tel que P = a(z — 1) 4 bz. De plus, P € G donc P(0) = 0 i.e.
—a=0et P(1) =0ie b=0.Ainsi P=0et FNG C {0}. De plus, F' et G sont tous les deux des espaces vectoriels
donc {0} C FNG. Ainsi FNG = {0}.

La famille ((z — 1, x) est génératrice de F et elle est libre car composée de deux vecteurs non colinéaires. C'est donc une
base de F et on en déduit que dim(F) = 2.
La famille ((—2” +z) est génératrice de G et elle est libre car composée d'un unique vecteur non nul. C'est donc une base
de G et on en déduit que dim(G) = 1.
Ainsi

dim(F) + dim(G) = 3 = dim(Rz[z])

Comme on a également montré que F NG = {0}, on en déduit que F et G sont supplémentaires dans E.

7 Exercice 22

Soit (z,y,2) € F NG, comme (z,y,2) € G, il existe A € R tel que (z,y,2) = A(1,1,0) = (A, A,0). De plus, (z,y,2) € F
doncx+2y—z=0ie. A+2X—0=0ie A=0. Ainsi (z,y,2z) = 0gs et FNG C {0}. De plus, F et G sont tous les deux des
espaces vectoriels donc {0} € FNG. Ainsi F NG = {0}.

La famille ((1,1,0)) est génératrice de G et elle est libre car composée d'un unique vecteur non nul. C'est donc une base de G et
on en déduit que dim(G) = 1.
Déterminons une base de F' pour calculer sa dimension. On a :

F={(z,y,2) €ER® | 2 = 2y +2}={(—2y+2,9,2) | (y,2) € R*} = Vect((-2,1,0),(1,0,1)).

La famille ((—2,1,0), (1,0, 1)) est génératrice de F et elle est libre car composée de deux vecteurs non colinéaires. C'est donc une
base de F' et on en déduit que dim(F) = 2.
Ainsi

dim(F) 4 dim(G) = 3 = dim(R?)

Comme on a également montré que F'N G = {0}, on en déduit que F' et G sont supplémentaires dans R3.

8 Exercice 24

1. Ona:
F={(z,y,2) €ER® | y=20+2} = {(2,220 + 2,2) | (z,2) € R*} = Vect((1,2,0),(0,1,1)).

F est donc bien un sev de R?.
Ona:
G={(z,y,2) R’ | y = —z} = {(z, ~2,2) | (z,2) € R®} = Vect((1,0,0), (0, ~1,1)).
G est donc bien un sev de R3.
2. On remarque que (1,1,—1) € FNG donc F NG # {0}. La somme F + G n'est donc pas directe.

3. Commencons par déterminer une base de F N G. On a :
FNG ={(z,y,2) €R® | 2 —y+2=0 et y=—2}={(z,9,2) €ER® | x=—2 et y=—2}=Vect((—1,—-1,1)).

La famille ((—1,—1,1)) engendre F'N G et elle est composée d'un unique vecteur non nul, c'est donc une base de F'N G.
D’aprés la question 1., nous savons que F' est de dimension 2 car la famille ((1,2,0), (0,1, 1)) est une base de F' (génératrice
de F et libre car composée de deux vecteurs non colinéaires). Ainsi pour trouver un supplémentaire F; de F' N G dans F,
il faut compléter la base de FF'N G en une base de F' en lui adjoignant un vecteur supplémentaire.

Le vecteur (1,0, —2) appartient & F' et est non colinéaire au vecteur (—1,—1,1) donc la famille ((1,0,-2),(-1,-1,1))
est libre et de cardinal 2, c’est donc une base de F'. Ainsi on peut poser :

Fy = Vect((1,0,—2))

et F; est alors un supplémentaire de F'N G dans F.
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4. D'aprés la question 1., nous savons que G est de dimension 2 car la famille ((1,0,0), (0,—1,1)) est une base de G (géné-
ratrice de H et libre car composée de deux vecteurs non colinéaires). Ainsi pour trouver un supplémentaire G; de F NG
dans G, il faut compléter la base de F'N G en une base de G en lui adjoignant un vecteur supplémentaire.

Le vecteur (0,1, —1) appartient & G et est non colinéaire au vecteur (—1,
est libre et de cardinal 2, c’'est donc une base de G. Ainsi on peut poser :

-1))

—1,1) donc la famille ((0,1,-1),(-1,-1,1))

G1 = Vect((0, 1,

et Gy est alors un supplémentaire de F' NG dans G.

. Pour montrer que R® = F} & (FNG) @ Gy, montrons que la famille obtenue en concaténant les bases de F1, FNG et G4

est bien une base de R?.

D'aprés les questions précédentes, la famille est la suivante :
B = ((1, 0, —2), (—17

-1,1),(0,1,-1)).

Elle est de cardinal 3 qui est la dimension de R?. Il suffit donc de vérifier que c’est une famille libre de R?.
Posons alors (A1, A2, A3) € R? tel que :

)\1(17 05 72) + )\2(715 715 1) + )‘3(07 15 71) = (07 05 0)
On obtient alors le systéme :
A1 Ao = 0
(S) X+ A o= 0
—2X1 + X — X3 =0
Effectuons |'opération L3 < L3 + 2L, 0on a:
A = X = 0
(S) < — X 4+ A3 =0
— X — A3 =0
Effectuons |'opération L3 < L3 — Lo, on a :
A — X =0
(8) = e+ X =0
— 2X3 = 0

On obtient alors A\; = Ay = A3 = 0, la famille est bien libre et c'est une base de R3. Ainsi R3 = F| @ (FNG) @ Gs.

9 Exercice 25

1. En étudiant la liberté de la famille (u,v,w), on se rend compte qu'elle est en fait liée. On a par exemple :

2u=v+ w.

Ainsi F' = Vect(u,v) et la famille (u,v) est génératrice de F. De plus, elle est libre car composée de deux vecteurs non

colinéaires. C'est donc une base de F'.

2. Soient (o, B,7) €R3, (o/,8,7) ER* et A€ R, on a:

F\a,B,7) + (&, 8',7) = f(Aa+ o/, A8+ 8, My +7"))
=BAa+ad)+ A+ da+ad — A+ B)+ M+, -3Qa+a) =3A3+8) + Xy +7))
=ABa+y,a=B+7,-3a=38+7)+ @B +7,a = +9,-30 =38 +7)
=M ((e, B,7) + f((, 8,7"))-

f est donc une application linéaire qui va de R3 dans R? c'est donc un endomorphisme de R3.

3. Soit (a, 8,7) € Ker(f), on a

s f((e, B,7)) = (0,0,0), on obtient alors le systéme :

3a + v = 0
a - B + v =0
—3a — 38 4+ v = 0
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On échelonne le systéme : Ly <~ 3Ly — Ly et L3 < L3+ L1. Ona:

3 + v = 0
- 38 + 2y =0
-3 + 2y = 0
soit
3 + v = 0
- 38 + 2y =0
. 1 2
Ainsi « = —=v et § = =+, on a donc
3 3
1 2 12
Ker(f) = (7575 57’7) | v e R ¢ = Vect (7§agal) = Vect ((717253))

La famille ((—1,2,3)) est donc génératrice du noyau de f, elle est constituée d'un unique vecteur non nul, elle est donc
libre et c'est une base du noyau de f.
D’apreés le théoréeme du rang, on a alors :

rg(f) = dim(E) — dim(Ker(f)) =3 -1 =2.
Notons (e1, ea, e3) la base canonique de R?, on a alors
Im(f) = Vect(f(e1), f(e2), f(es)) = Vect((3,1,-3),(0,-1,-3),(1,1,1))
Ona (3,1,-3) — 3(1,1,1) = (0, -2, —6) = 2(0, —1, —3) donc
Im(f) = Vect((3,1,-3), (1,1,1)).

La famille ((3,1,—3),(1,1,1)) est donc génératrice de I'image de f, elle est de cardinal 2 et comme rg(f) = 2, on peut en
conclure que c'est une base de I'image de f.

4. Soit z € Ker(f)NIm(f). En particulier z € Ker(f) donc il existe a € R tel que z = a(—1,2,3). On a également x € Im(f)
donc il existe (b, c) € R? tel que = = b(3,1,—3) + ¢(1,1,1). On a alors :

(—a,2a,3a) = (3b+¢,b+¢,—3b+¢)

On obtient alors le systéme

a 4+ 3b + ¢ = 0
—2a + b 4+ ¢ =0
—-3a — 3b + ¢ =0

On échelonne le systéme : Ly < Lo + 2L, et Ly <+ L3+ 3Ly

a + 3b + ¢ = 0
D 4+ 3¢ = 0
3b + 4c = 0

Puis L3+ 7L3 — 3Lo,

a + 3b + ¢ = 0
D + 3¢ =0
19¢ = 0

On remonte le systéme et on obtient ¢ = b = a = 0. Ainsi Ker(f) NnIm(f) = {0}.
De plus, d'aprés le théoréme du rang, on a :

dim(R?) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f)).

On en conclut donc que R? = Im(f) @ Ker(f).

5. Comme on connait une base de I'image de f, il suffit de voir si chaque vecteur u, v ou w se décompose dans cette base.
e Pour le vecteur u, on cherche (a,b) € R? tel que u = a(3,1,—3) + b(1,1,1). On identifie, on résout le systéme et on

1
obtient a = b = 3 Ainsi
1 1
=2(3,1,-3)+ =(1,1,1
u 2(37 ) 3)+ 2( ) ) )7

donc u € Im(f).
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e De méme pour le vecteur v, on cherche (a,b) € R? tel que v = a(3,1,—3) + b(1,1,1). On identifie, on résout le
systéme. Dans ce cas, le systéme n'a pas de solution donc v ¢ Im(f).

e Comme u € Im(f) et v ¢ Im(f), on en déduit que w ¢ Im(f) car sinon comme Im(f) est un espace vectoriel, u et w
dans Im(f) impliquerait v € Im(f) car la famille est liée.

6. Comme seul u € Im(f), on en déduit que :

FNIm(f)= Vect(u).

La famille (u) est donc génératrice de F'NIm(f) et elle est libre car elle est formée d'un unique vecteur non nul. C'est donc
une base de F'NIm(f). On en déduit que dim(F NIm(f)) = 1.

Exercice 26

. Soit y € Im(f + g) alors il existe x € E tel que y = (f + g)(x) = f(z) + g(x). Donc y € Im(f) + Im(g). Ainsi

Im(f +g) C Im(f) + Im(g).
On alors dim(Im(f + ¢)) < dim(Im(f) 4+ Im(g)). Or dim(Im(f + g)) = rg(f + g) et d’'aprés la formule de Grassman, on
. dim(Im(f) + Im(g)) = dim(Im(f)) + dim(Im(g)) — dim(Im(f) N Im(g),

Comme dim(Im(f) N Tm(g) < 0, on en déduit que :
dim(Im(f) + Im(g)) < dim(Im(f)) + dim(Im(g)).

En conclusion, rg(f + g) < rg(f) + rg(g)-

2. (a) Soit y € Im(g) alors il existe € E tel que y = g(z). On a alors f(y) = f(g(x)) = (f o g)(x) = 0. Donc y € Ker(f).

On a bien montré l'inclusion Im(g) C Ker(f).

(b) Comme f + g est bijectif, rg(f 4+ g) = n. On obtient alors la minoration n < rg(f) + rg(g).
De plus, comme Im(g) C Ker(f), on en déduit que dim(Im(g)) < dim(Ker(f)). D'aprés le théoréme du rang, on a :

dim(F) = dim(Ker(f)) + rg(f).

Ainsi rg(g) < dim(E) — rg(f), or dim(E) = n donc rg(g) < n — rg(f) soit la majoration rg(f) +rg(g) < n
On en déduit donc que rg(f) +rg(g) = n.
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