ECG1, Mathématiques Feuille n° 20bis

: Espaces vectoriels de dimension finie

Chapitre 20

Espaces vectoriels de
dimension finie

Exercice 1 (&)

Montrer que les applications suivantes sont linéaires. Détermi-
ner leur noyau et leur image et le cas échéant, en donner une
base.

fi: M21(R) — Ms3i(R)
1. (z) r
— xT
Yy T4y
5 f2 : R3 — R2
. (z,y,2) — (x—2y+32,2c—4y+ 2)
f3 : Mg,l(R) — M1(R)
3. z
y — (B —y+22)
z

Exercice 2 (&)
Soit g I'application linéaire de M3 1 (R) dans My 1(R) définie

par :
1 -1 0 3 0 1
gl =tq )9l (L) )= )99 =1o)
0 0 1
xr1 Z1
1. Déterminer g To , pourtout | z2 | € M31(R).
x3 x3

2. Déterminer Ker(g) et Im(g), le cas échéant, en donner
une base.

Exercice 3 (&)

On pose f: { R‘}D[x] : R‘l][fi]

1. Montrer que f € L (Ry[z]).

2. Déterminer Ker f et Im f, le cas échéant en donner
une base.

Exercice 4 (&)
(1) _11 > et f: {
1. Montrer que f € L (M2(R)).

2. Déterminer Ker f et Im f, le cas échéant en donner
une base.

M>(R)
M

— MQ(R)

OnposeA< L AM = MA

Exercice 5 (&)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f € L(E) tel
que 2f2 —3f —9Idg = 0. On pose alors v = 2f + 31dg et
v = f -3 IdE

1. Calculer u — 2v. En déduire que E = Im(u) + Im(v).

2. Calculer wowv et vou. En déduire que Im(u) C Ker(v)

et Im(v) C Ker(u).

3. Montrer que E = Ker(u) @ Ker(v).

Exercice 6 (&)

Soit E,F,G trois espaces vectoriels de dimension finie, et
soient f € L(E,F) et g € L(F,G).

1. Montrer que rg(go f) < rg(g).
2. Soit (e, ..., ep) une base de Im(f). Montrer que
(g(e1),...,g(ep)) est une famille génératrice de

Im(g o f). En déduire que rg(g o f) < rg(f).

3. Montrer que rg(g o f) < min(rg(g),rg(f)).

Exercice 7 (h )

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n > 1.

1. Montrer que si ¢ est une forme linéaire non nulle de
E, alors H = Ker(yp) est un hyperplan.

2. Réciproquement, soit H un hyperplan de F.
(a) Soit a ¢ H. Montrer que :

E = H @ Vect(a).

Pour tout & € FE, il existe donc un unique couple
(y,\z) € H xR tel que :

T =1y+ Aga.

(b) On définit I'application ¢ : E — R par p(z) = Ay
pour tout x € E. Montrer que ¢ est une forme
linéaire de E.

(c) Montrer que H = Ker(p). Conclure.

3. Application. Montrer que Ker(Tr) est un hyperplan
de M, (R) et que : M, (R) = Ker(Tr) & Vect (I,,).

Lycée Charles de Gaulle, Caen

1/

(© M. Fontaine



