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ECG1, mathématiques Correction TD 1 : Rappels et logique Chapitre 1

1 Exercice 1

Il s’agit dans cet exercice d'appliquer les régles de manipulation des fractions tout en faisant bien attention aux régles de priorité
de calcul.

1 1 1 6x1 4x1 3x1 6 4 3 6-44+3 5
.A:——— —_ = —_ + :____’__:7:_
2 3 4 6x2 4x3 3x4 12 12 12 12 12
eB—2- B (1p2) B (2 0 _, 138 T 28 26 49 5l
N 7 2/ 7 2 2/ 7 2 14 14 14 14
2 3 4 5 8 9 24 925 1 1
c=(=-=2 3lz—Z)=—==-= 3= ) =——+3 ——
¢ (3 4)+ (5 6) (12 12)jL (30 30) 12‘L X( 30)
1 3 5 6 11
12 30 60

o 60
Do (g DY (LB (3, 10y (12 7\, (3 _5)_13 19 -2
2 3 4) " \2 6/ \6 6 4 4)°\6 6) 6 4 6
3
X — =

1319 p 13x19 247
B 47 -2 4x(-2) 8
2 3 3
Bribe 3eiod BeB-B 8 w0 15 w5 W
CEE T T T TR T TR, E BT B axB 135
§X3t3 5T 3 51T 15 15

2 Exercice 2
A®) 3(z-1T 3

T2tz +2) 20 +2)
x 2 x> 4  z*+44
B = — _ = — _— =

* B(x) 2+x 2x+2x 2x

1 N T N x? B 2(x+1) N 2x(2z — 1) 2%(z +1)

S 2r—1 a+1 4dx-2 2@+1)2r-1) 2@x+1)2r-1) 2z+1)2z-1)
_2x+2+4x2—2x+x3+$2 3+ 5x% + 2

20z +1)(2¢ — 1) T2+ D)(2e—1)
e Dy- 2 _ L 8 _ 2w-y a2 8
236;—24—:2;__2%%;__4 %2)@;2)1 el 2=z

(z+2)(x—2)  (z+2](z—2) x-2

o (C(x)

3 Exercice 3

Il s’agit dans cet exercice d'appliquer les régles de calculs sur les puissances.
e A=32x3""x3"x3=3>"1"t =36
2 o 93 14243 6
.B:2><2 X2 _ 2 :2_:26*9:2*3:i
24 % 95 24+5 29 23

e 0 =(2x32x3%)1 = (2x3%)" =21 x (3%)1 = 2% x 35%1 =21 x 3%0

23 x 54 x 73
D="""" 23153 2=02x5x7

53 X 72 x 2 . . .
E=81"x (33" x>=BY%x(3?%)x 5= 3425 5 3(=BX(=5) =

— 320 X 310 X 3—2 — 320+10—2 — 328

-2, g3 22 3)3 —4 o 99
.F:4 ><8:(2) x (2°)°  27%x2

— 9—449-12 _ 97

163 (24)3 T 912 Y

ca=" 222123:4( B_GY X5(§3><)232< BXF _gororict 52 g0 w50 = 30
2\ 3\ 211 310 2

° H — (g) X <§> — ﬁ X ﬁ — 211710 X 310711 — 21 X 371 — g

I=(@®)?xa?t=a*=a?
J = a2b_3(ab)4 = a2b3a** = afb! = a%b

4 Exercice 4
e A=V12=V4x3=VaxV3=2V/3
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ECG1, mathématiques Correction TD 1 : Rappels et logique Chapitre 1

B=V48=16 x 3 =16 x V3 =43
C =36+ 64 =100 = 10
D=3V2+8V2-5V2=(3+8-5V2=6V2
E= \/_—2\/_8_5\/9><3—2\/16><3_5\/§><\/_—2\/_6><\/§:15\/§—8\/§:7\/§
\/_ 98 \/49—>< 9 7)/5 9%x7 63
25 m 5 11)/§ 5 11x5 55
3 3v3 7£7\/§

G:ﬁ:m)”
e H=2-V3)?=4-4V/3+(V3)?=4-4V3+3=7-4V3
o I=3(1+V2)(1-v2)=3(12-(vV2)?) =31-2)=3x(-1)= -3

5 Exercice 5

Soient z = a 4+ bv/2 et y = ¢ + dv/2 avec a, b, ¢,d dans Q.
e Tout d'abord,
r—y=a+b/2—c—dvV2=(a—c)+ (b—d)V2.

Ainsi, x — y est de la forme A+ BvV2avec A=a—cet B=b—d. On a bien (A, B) € Q? doncz —y e K.
e Ensuite,
zy = (a+bV2)(c+ dvV?2) = ac + adv'2 + bev/2 + 2bd = ac + 2bd + v/2(ad + be)

ce qui est aussi de la forme A + Bv/2 avec A = ac + 2bd et B = ad + be. On a bien (A, B) € Q?, donc zy € K.
e Enfin, si z # 0 alors (a,b) # (0,0) et a — bv/2 # 0 (en effet, v/2 est un nombre irrationnel...), donc on peut écrire :

l _ 1 B a—bv2 _a— /2
T a+bv2  (a+bv2)(a—bv2) a®—2b?
a b
= - 2
a?—2b2  a? —2b? V2
b
Cette expression est encore de la forme A + Bv/2 avec A = — % et B=-———.0na bien (A, B) € Q2 donc
a? — 2b? a? — 2b?

1
— ek
x

6 Exercice 6

o A(x) =422+ 5) + (x — 3)(5x — 7) = 8z + 20 + 5% — Tz — 15z + 21 = 5% — 14z + 41

e B(x)=(122—-3)* -4z +1)(x —3) = (42® — 120+ 9) — (42® — 120+ —3) = —x + 12

e C(2) =(x—3)(x+3) — (-3z+2)(x —5) =2? =9 — (=32% + 152 + 22 — 10) = 42> — 172z + 1
e D(z) = (—2x —4)*(—x + 1) = (42% + 162 + 16)(—x + 1)

= —423 — 162% — 162 + 422 + 162 + 16 = —42> — 122° + 16

7 Exercice 7

o A(z) =2z —5)(7+3z) — (22 — 5)(3z — 2) = (2z — 5)[(7 + 3z) — (3z — 2)]
= (22 — 5)(7+3l’—3l’+2)—9(2$—5)

e B(z)=(z—3)(3z+5)+ (92" + 302+ 25) = (z — 3)(3z + 5) + ((3z)> + 2 x 3z x 5 + 5)
=(z-3)B3x+5)+ Br+5)* = (v —3)(3x +5) + (32 + 5)(3x + 5)
(3z+5)(x73+3x+5) (3x +5)(4z +2)

3)(2z 4+ 3) — (42 — 9) = (z 4+ 3)(2z + 3) — ((22)* — 3°)
(:c+3 (2z +3) — (22 — 3)(2z + 3) = (22 + 3)(3(x + 3) — (2z + 3))
=(224+3)Bz+9—2z—3) = (2 + 3)(x + 6)
=(2z—-1°-(3-5z)*= (22 —1—(3—52))(2x — 1+ 3 — 5z)
=02x—-1-34+52)2z—-1+3—-5z)=(Te —4)(—-3z+2)
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ECG1, mathématiques Correction TD 1 : Rappels et logique Chapitre 1

8 Exercice 8

1. L'équation est bien définie pour tout z € R.  Soit z € R. On a:

13
br—9=3r+4 <= Sr—3rx=4+9 <— 2xr =13 <— x:?

13
Donc, | S = {?} .

2. L'équation est bien définie pour tout z € R.  Soitz € R. On a:

17
Donc, | S = {E} .

3. L'équation est bien définie pour tout z € R.  Soitz € R. On a:

35
D S=<¢{——3|
onc, { 5 }

4. L'équation est bien définie pour tout z € R.  Soitz € R. On a:

4z —2)-3(6-2(3—42)) +3(7T—22) =0 < 40 —-8-3(6—-6+8z)+21 — 62 =0
= 4o —8-24r+21—6r=0 < —262+13=0
-13 1

— —20r=-13 &= = — =
v YT 6 2

Donc, | S

I
—N
N =
——

9 Exercice 9

1. L'équation 22 + 52 4+ 6 = 0 est bien définie pour tout 2 € R. Calculons le discriminant : A = 25 — 24 = 1 > 0. Ainsi,
I'équation admet deux solutions qui sont données par :

-5—1 3 ot —-5+1
= — To = =
2 ? 2

xr1 = -2

2. L'équation 22 + 2 + 1 = 0 est bien définie pour tout = € R. Calculons le discriminant : A = 1 —4 = —3 < 0. Ainsi,
I'équation n'admet aucune solution : [S =0 |

3. L'équation —222 4+ 3x 4+ 1 = 0 est bien définie pour tout 2 € R. Calculons le discriminant : A = 9 + 8 = 17 > 0. Ainsi,
I'équation admet deux solutions qui sont données par :

=3 -V1T 34+ V1T 3— V17

) = 1 et To = 1

Z1

. 3+V17 3—V17
Ainsi, | S = 1 1 .

10 Exercice 11

Pour toutes les équations ci-dessous, I'idée est de poser X = x?. Cela permet de se ramener a des équations de la forme
aX? +bX + ¢ =0 que I'on sait résoudre. Il suffira alors de résoudre 2 = X pour les solutions x de I'équation initiale.
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ECG1, mathématiques Correction TD 1 : Rappels et logique Chapitre 1

11

. L'équation est bien définie pour tout z € R.  Soit z € R. Posons X = z2. Ona:2%—1322436 =0 < X%—-13X+36=

0. On a alors une équation de la forme aX? +bX +¢=0, aveca=1, b= —13 et ¢ = 36. On calcule le discriminant

A= (-13)2 —4x1x36=169— 144 = 25 > 0.

Il'y a donc deux solutions (pour X)
 —(-13)++v25 1345

*(*1?’)*\/%:13*5:4 et X, = 9.

X, =
! 2% 1 2 2% 1 2

Il reste alors & savoir pour quelles valeurs de z est-ce que 22 = X; =4 et 22 = X, = 0.
Ora?=X,=4 & z=20uz=-2 e 2°=Xy=9 < r=3o0uz=—3. Ainsi‘S:{—3,72,2,3}‘.

. L'équation est bien définie pour tout z € R.  Soit z € R. Posons X = 2%. Ona 2 —52°4+4 =0 <= X?’—-5X+4=0.

On a alors une équation de la forme aX?+bX +c=0,aveca=1, b= —5 et ¢ = 4. On calcule le discriminant
A=(-5%-4x1x4=25—-16=9>0.
Il'y a donc deux solutions (pour X)

Xlzf(f5)—\/§:5—3:1 o X2:7(75)+\/§:5+3:
2x1 2 2x1 2

4.

Il reste alors & savoir pour quelles valeurs de z est-ce que 22 = X; = 1 et 22 = Xy = 4.
Orz’=X,=1<= z=1louxz=-1 et 2°=X,=4 < r=20uz=-2. Ainsi‘S:{—Q,—l,l,Q}‘.

. L'équation est bien définie pour tout z € R. Soit z € R. Posons X = z%. On a 9z — 8522 + 196 = 0 —

9X2 85X 4196 = 0. On a alors une équation de la forme aX? +bX +¢ =0, aveca =9, b = —85 et ¢ = 196. On
calcule le discriminant

A= (—85)? —4x 9 x 196 = 85% — (2 x 3 x 14)% = 85? — 842 = (85 — 84) x (85 + 84) = 169 > 0.
Il'y a donc deux solutions (pour X)

—(=85) — V169 8513 (-85 + V169 85+ 13 49

X, = = 4 Xy = =
! 2% 9 18 et A 2% 9 18 9
~ - 2 2 49
Il reste alors a savoir pour quelles valeurs de x est-ce que z° = X; =4 et 2° = Xo, = 9
49 7 7 7 7
Orz? =X =4 < z=2o0ux=-2 et x2:X2:?<:>,r:goux:—g.AinsiS:{—g,—Q,Q,g}.

.. . 1
. L'équation est bien définie pour tout z € R*. Soit z € R*. Posons X = 2%. On a : 2° + — —6=0 < zt4 22 —6=
x

0 < X2+ X —-6=0. On aune équation de la forme aX? +bX +¢=0,aveca=1, b=1et ¢ = —6. On calcule le
discriminant
A=1%—4x1x(-6)=1+24=25>0.

Il'y a donc deux solutions (pour X)

—1—-v25 —-1-5 -1+ 25 —14+5

X, = = =-3 et Xo= + = + = 2.
2x1 2 2x1 2

Il reste alors a savoir pour quelles valeurs de z est-ce que z2 = X; = —3 et 22 = X, = 2.

Or 2 = X; = —3 n'a pas de solutions puisqu’'un carré ne peut pas étre négatif.

Etz?=Xy,=2 < 2=+v2o0uz=—V2 Ainsi S:{f\/ﬁ,\/ﬁ}.

Exercice 12

. Cette équation est définie pour z € R\ {—4}. Soit € R\ {—4}, on a les équivalences suivantes :

x—4
T+ 4

=0 <= 2-4=0 < z=4.

Or4eR\ {—4} donc § = {—4}.
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ECG1, mathématiques Correction TD 1 : Rappels et logique Chapitre 1

2. Cette équation est définie pour x € R\ {3}. Soit x € R\ {3}, on a les équivalences suivantes :

-2
< 3 —r—1 <= 2-2=@—-1)(z—-3) <= v-2=2%>—-42+3 < 22 -52+5=0.
T
5—+/5 5 5
Calculons le discriminant de ce polynéme de degré 2, on a: A = 5 et donc 1 = V5 et xy = +2\/_. Ces deux racines

sont différentes de 3 et donc § = { L 72\/? > +2\/3}'

3. Cette équation est définie pour x € R\ {1}. Soit x € R\ {1}, on a les équivalences suivantes :

IL'2*IL'

a1 = 2243 = z(z—1) = 2243)(z—1) <= (2—1)(z—22-3) =0 < (z—1)(—2-3)=0 <= z=1 ou z=—

or1 ¢ R\ {1} donc § = {-3}.
4. Cette équation est définie pour x € R*. Soit € R*, on a les équivalences suivantes :

11 ,
—:—2<:>$
X X

or 0 ¢ R* donc § = {1}.

5. Cette équation est définie pour z € R\ {—1, —2}. Soit x € R\ {—1, —2}, on a les équivalences suivantes (en mettant tous
les termes au méme dénominateur) :

=z <= z(z—1)=0<<= =0 ou z=1

x+2+4: 5z PN ($+2)2+4(x+1)($+2)—51:($—|—1):0
vl z+2 (z+ 1Dz +2)
_Metl2
(z+1)(z+2)
—12

—12 —12
Or T S R\ {—1,—2} dOﬂC S = {T}

12 Exercice 13

Commencons par résoudre 22 + 2z + 1 = 0 pour déterminer le domaine de définition de I'équation. On a :
2420 4+1=0 <= (z+1)?=0 <= =1
Ainsi I'équation est définie sur R\ {—1}. Soit x € R\ {—1}, on a alors les équivalences suivantes :

Tx —5 Tx—5 —2% +5r—6 )
2+ 22 +1 2 +2x+1 0 2 +2x+1 0 & +62—6=0

Il reste a résoudre cette équation de degré 2, on calcule le discriminant puis les racines et on obtient 1 = 2 et 2o = 3. Ces deux
racines sont bien différentes de -1 donc § = {2, 3}.

13 Exercice 16

1. L'inéquation 22 — 224+ 1 > 0 est bien définie pour tout = € R. Calculons le discriminant : A =4 —4 = 0. Ainsi, il y a une
unique racine donnée par : zo = 1. Et le tableau de signes est donc donné par :

x —00 1 +00

22 —2x+1 + 0 +

Ainsi on déduit que 22 —22 4+ 1 >0 <= 2z €] — o0, 1[U]1, +oo[= R\ {1}. Donc

S=R\{1}.

Lycée Charles de Gaulle, Caen 6/10] (© M. Fontaine



ECG1, mathématiques Correction TD 1 : Rappels et logique Chapitre 1

2. L'inéquation —3z% + 5z — 2 < 0 est bien définie pour tout 2 € R. Calculons le discriminant : A =25 — 24 = 1. Ainsi, il y

2
a deux racines qui sont : z1 = 3 et 2 = 1. On en déduit le tableau de signe de 3z° — 5z + 2.

x —00 2 1 —+00
3

322 —bx + 2 + 0 - 0 +

2
Ainsi =322 + 55 —2<0 < 327 - 52+2>0 «<— xE}oo,g] U [1, +oo]. Donc

S= ] —00, %] U [1, 400l

3. L'inéquation est bien définie pour tout = € R. On commence par établir le tableau de signe de z? — 4z — 4.
Pour cela, calculons le discriminant A = (=4)* —4 x 1 x (=4) = 16 + 16 = 32 > 0. |l y a donc deux racines

:4—\/3_2:4—\/EX\/§:4—4\/§:272\/§ :4“/3_2:4*4‘/5:2”@.

Z1

et 2o

2 2 2 2 2
On en déduit le tableau de signe suivant.
r —00 2-2V2 2422 +00
a? —dx —4 + 0 - 0 +

Ainsi
S= —00,2—2\/5} U [2+2\/§,+oo[.

4. L'inéquation est bien définie pour tout z € R.  Soit x € R. On a :
-2 +5r <2 = —2°4+52-2<0
Calculons le discriminant de cette inéquation A = 5% — 4 x (—2) x (=2) = 25— 16 =9 > 0. Il y a donc deux racines

~5-v9 -5-3 -8 ~5++v9  —54+3 -2
=—— = =—;=2 ¢ m= = ==

1
e 4 1 AV

On en déduit le tableau de signe suivant.

N =

22 — 4z — 4 - 0 + 0 -

Ainsi

14 Exercice 17

1. Cette inéquation est définie pour x € R\ {—4}. Soit # € R\ {—4}, dressons le tableau de ce quotient :

Lycée Charles de Gaulle, Caen 7/10] (© M. Fontaine



ECG1, mathématiques

Correction TD 1 : Rappels et logique

Chapitre 1

T —00 —4 4 +00
z — 4 - 0 -
T+ 4 - 0 +
r—4
+ - 0 -
rz+4
On en déduit alors I'ensemble des solutions : S =] — 0o, —4[U]4, +-00].

2. Cette inéquation est définie pour z € R\ {—1,—2}. Soit z € R\ {—1, —2}. En reprenant les calculs de la question 5. de
I'exercice 12, on a I'équivalence suivante :

x4+ 2 ox 112z +12
+4= =0
x+1 x4+ 2 (x+1)(z+2)
Dressons alors le tableau de signes de ce quotient :
T —00 -2 L2 -1 +00
11
11z + 12 - 0 +
x+1 — 0 +
T+ 2 - 0 +
11z 412 N 8 N
(x4+1)(x+2)
. ) : 12
On en déduit alors I'ensemble des solutions : S = |—o00, —2[ U 17 —1{.

15 Exercice 19

1. La méthode classique pour montrer ce genre d'inégalités est de remarquer que le résultat équivaut a I'inégalité suivante :

VeeR, e —x—-120.

Posons alors pour = € R, la fonction f définie par f(z) = e® — 2 — 1. La fonction f est définie et dérivable sur R et on a

pour tout z € R,

Ainsi pour z € R,

fl(x)=¢" —1.

()20 <= " >1 < z2>0.

La fonction f est donc décroissante sur R_ et croissante sur Ry . Elle admet donc un minimum en 0. Or f(0) =1—-1=0.
Ainsi pour tout € R, f(x) > 0 soit pour tout x € R,

e > o+ 1.

2

—1
2. Soit n € N* et t € [0,/n], appliquons I'inégalité de la question 1. 8 z = ———, on a alors :
n

Lycée Charles de Gaulle, Caen
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ECG1, mathématiques Correction TD 1 : Rappels et logique

Chapitre 1

soit )
t 2
1—-—<e

n

On souhaite ensuite appliquer la fonction z +— =™ qui est croissante sur R,. Vérifions donc que chaque terme de mon

inégalité est positif.

2
Il est immédiat que e” " > 0. De plus pour t € [0, /n], on a, par croissance de la fonction carré sur R :

2 ﬁ2
—>-1 <« 0<1——<1.
n n

t2\"
(1-5) =

- e -, ., 2 . , N .
Il reste & multiplier 'inégalité par e'” > 0 pour obtenir le résultat voulu, a savoir :

2\"
e’ (1——) <1
n

ﬁ2
0<t?<n < 0<—<1 < 0>—
n

Ainsi on obtient :

16 Exercice 20

1. Pour tout a,b € R, (a — b)2 > 0, donc
a® — 2ab+ b > 0.
a? + b2
2

> ab.

1 1 1
2. a>+ b2+ = §(a2+b2)+ §(a2+02)+ 5(02+b2) > ac+ ab+ be.

17 Exercice 22

1. L'affirmation est vraie, sa négation est :
Jr € R,z # In(e®)

2. L’affirmation est fausse (on peut le voir en raisonnant par I'absurde par exemple), sa négation est :
Ve € R,\/x # —x
3. L'affirmation est fausse. Prendre par exemple la fonction carré avec x = 1 et 2’ = —1. Sa négation est :

Af eR, Iz e R, 3’ e Rz £ 2" et f(z)= f(2)

18 Exercice 24

1. Vn € Nyu, <4.

2. dM e R,Vn € N,u, < M.

3. ImeR,IM e R,Vvn e Nym < u, < M.

4. On écrit la négation de la question 2. :
VM e R, In € Nyu, > M.

5. Vn € N,Vp € N u, = u,.
6. Vn € N upt+1 2 up.
7. ANo e N,Vn e N,Vp e N, ((n > Ng et p > No) = up = up).

19 Exercice 27
r+1

Montrons le résultat par I'absurde. Supposons que pour tout z différent de —3, 213 1. On a alors :
x
r+1=xz+3
. . L _ .. z+1
soit 1 = 3 qui est évidemment absurde. Ainsi pour tout z différent de —3, 3 #1.
T
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ECG1, mathématiques Correction TD 1 : Rappels et logique Chapitre 1

20 Exercice 33

Les appariements corrects sont

1. c 3. g 5. 7. k 9. h 11. e
4. f 6. i 8. | 10. a 12. b
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