ECG1, Mathématiques

Feuille n°19 : Séries numériques

Chapitre 19

Séries numériques

Exercice 1 (&)

Justifier la convergence des séries suivantes puis calculer les
sommes correspondantes :

2
L A=) g s E= ooy

n>0 n>0
_ _n n2"
2'B*Z5n—1 6'F:ZW
n>0 n>0
n? 4n® + 5n
3. C = — . — - -
> = 1TG=) —
n>0 n>0
_ (=1)™n _ 3n? —n + 4"
-y D I pEa=a
n>0 n>0
Exercice 2 (V)
Etudier la nature des séries suivantes :
n*4+n->5 n? + In(n)
1. —_ 5. R M N4
§n3+11n—9 ;n‘r’—i—lln

2 3,—n cos(2n)
;0" 6. Zn —

In(n
3.y n2(+)1 7. ) 4nsin (27")

n>1 n>0
1 (1)
o S (eon (1)) D
n>1 n>0

Exercice 3 (V)

Déterminer la nature de la série de terme général u, dans
chacun des cas suivants :

1 1 1
U= ——— — ———
n2—1 n?24+1
1
2. Uy = ————
“ n cos?(n)
e 4+e "
3. Un = e2n _ g—2n
4 1
Uy = ——————
ln(n)ln(n)

Exercice 4 (&)

Déterminer en fonction du paramétre o € R, la nature des
séries de termes généraux :

1 u,=e ™
2w, — In(n)
na

3. up = exp (—(In(n))®)

Exercice 5 (V)

En calculant les sommes partielles, déterminer si les séries sui-
vantes sont convergentes :

1. Zln(l—%)

n>2

1
In (1 + —)
2, i

= In(n)In(n + 1)

3. 2111(1%)

n>2

1
4. t
Zarcan( +n+1>

Indication : Si a >0etb>0,

—b
arctan(a) — arctan(b) = arctan <1a+ ab> .

Exercice 6 (#)

On considére la série numérique :

) v

= nn+1)(n+2)’

et pour n € N*, on note S,, sa n-iéme somme partielle.
1. Montrer qu'il existe trois réels a, b et c tels que

e b
nn+1)(n+2) n n+l n4+2°

2. Calculer S,,.

3. En déduire que la série Z est conver-

1
n(n+1)(n+2)

gente et calculer sa somme.

Exercice 7 (#)

On admet que pour tout entier m dans N et pour tout = dans

. n
[0; 1], la série Z ( >:17" est convergente et on note :
m

9= % (0)

k=m

1 ¢ (2) T

(S ue s1\r) = —/—/—m™m/—=.
1—g 01 (1— 1)

2. En utilisant la relation de Pascal, montrer que :

1. Vérifier que so(x) =

VmeN Ve [0;1] smi1(x) = 28m(2)+2Smy1(2)
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3. Montrer par récurrence sur m € N que :

xm

YmeN  Vzrel0;l]

Sm ()

Exercice 8 (&)

Soit (un),,~ une suite de réels positifs décroissante de limite
nulle. On pose, pour tout n > 0,

n
an = (=1)"u, et S, = Zak
k=0

1. Montrer que les deux suites (S25,),,~¢ €t (S2n+1),>0
sont adjacentes.

2. En déduire que la série de terme général a,, est conver-
gente.

3. Application : Montrer que la série de terme général
n

(=1

est convergente.

Exercice 9 (V)

Le but de I'exercice est de déterminer un équivalent de
n
1
Sn=2_ 7
k=1

c'est-a-dire un équivalent de la somme partielle de la série
harmonique.

Sh.

2. En minorant cette expression, montrer que la série di-
verge.

3. Soit k > 2. Montrer que

1. Soit n € N*¥, calculer Ss,, —

4. Donner un équivalent de S,,.

Exercice 10 (&)

1. Critére de Riemann

(a) Soit Zun une série a termes positifs telle qu'il
n>0

existe o > 1 tel que la suite (n®uy,)nen soit majo-

rée. Montrer que cette série est alors convergente.

(b) Soit Z u, une série a termes positifs telle que la
n>0

suite (nuy)nen SOit minorée a partir d'un certain

rang. Montrer que cette série est alors divergente.

2. Etudier la convergence des séries suivantes :

1
) 2 et

1\ "
n

Exercice 11 (& &)

Critére de Cauchy Soit Z Uy une série a termes positifs
n>0
telle que : lim Yu, = 2.
q n—-4o0o "

1. Démontrer que

Ve >0,3dng € N,Vn >ng, ({—e)" <u, < (l+e)".
2. On suppose que ¢ < 1. Montrer que la série Z Uy, est
n>0
convergente.

3. On suppose que £ > 1. Montrer que la série Z Uy, est
n>0
divergente.
4. En déduire la nature de la série dans le cas ou
n—1\"
Up = .
" 2n +1

& Qui s’y frotte s'y pique!
® Calculatoire, risque de
rester sur le carreau!

& Du tréfle A brouter...
¥ A connaitre par coeur.
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