ECG1, mathématiques Correction du TD 17 Chapitre 17
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ECG1, mathématiques Correction du TD 17 Chapitre 17

1 Exercice 1

Posons pour € R, f(x) = cos(z). La fonction f est de classe C* sur R.

On montre par récurrence (il faudrait I'écrire) que pour tout k € N, f(4¥)(z) = cos(z). On déduit ensuite que pour tout k € N,
FERHD () = —sin(z), O (2) = —cos(z) et  fORFI(2) =sin(z).
Posons pour x € R, g(x) = sin(z). La fonction g est de classe C* sur R.

On montre par récurrence (il faudrait I'écrire) que pour tout k € N, g*) () = sin(z). On déduit ensuite que pour tout k € N,

g(4k+1)($) = cos(z), g(4k+2) (z) = —sin(z) et g(4k+3)($) = — cos(x).

2 Exercice 10

. 1 . . L. ) . 1
1. La fonction ¢ — — est dérivable sur R* et la fonction exp est dérivable sur R donc par composée la fonction ¢ — e est

dérivable sur R* .
La fonction ¢ — 0 est dérivable sur R7 .
Il reste donc a étudier la dérivabilité de f en 0. On a:

o fO-J0) 00
m —————
t—0+ t—20 t—o0t+ T

et
lim M: lim er —0 = lim le%
t—0— t—20 t—0— t t—0— t

1 t)— f(0
Or lim — = —coet lim Xe* =0 donc par composée de limites lim f) = 10)
t—0~ X ——00 50— t—0

=0.

Ainsi la fonction f est [dérivable en 0 et f/(0) = 0].

2. Comme on sait que f est dérivable sur R, on peut calculer f(t) pour tout t € R. On a:

1
f/(t) o *t—2€1/t sit < 0
0 sit>0

Etudions la limite du taux d'accroissement de f’ a droite et a gauche de 0. On a :

I\ gt .
i SO =F©) 00
t—0+ t—20 t—o0t+ t

et
/ t) — / 0 _—16% -0 —1
lim M = lim 22—~ — lim —e%
t—0— t—0 t—0— t t—0— t3

1 ..
Or lim —~ = —c et lim —X3%* = 0 donc par composée de limites
t—0— t X ——o00

o=

Fe ()
On remarque que —et = — | —| et.

t3 t
1\
OO
t—0- t—0
Ainsi la fonction f est (dérivable en 0 et f(0) = 0].

=0.

3. Montrons le résultat par récurrence.
P(1)

1
t
2n et »

On pose pour n € N, la propriété P(n) : « il existe P, € Rz] tel que V¢ < 0, ™ (t) =

1 1
Initialisation (n = 0) On a vVt <0, fO(t) = f(t) = t—oe?. Posons Py(t) =1 € R[z], on a alors :

o) = 20,

o=
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ECG1, mathématiques Correction du TD 17 Chapitre 17

Hérédité Soit n € N, supposons P(n) vraie et montrons que P(n + 1) est vraie.

Soitt < 0,0n a:
Fr@) = (£ (1)

P,(t) 1 P (t ;
Par hypothése de récurrence, f™)(t) = ( )e?. Elle est donc de la forme u x v avec u(t) = ®) et v(t) =e*. On
t2n t2n
a alors :
W(t) = P (t)t*" — P, (t)2nt*"~! tQ"‘ltP/l(t) —2nP,(t)  tP)(t) —2nP,(t)
- (t2m)? B t4n - F2n+1
et X
1
V' (t) = 7ﬁ—2et_
Ainsi TP - 1
t t) —2n t) 1 t — N
n+1 . n n i n —_t 1
Jo ) = Tl Tt i ( . >e
soit

_ 2PL(t) — (2nt + 1)P,(t)
- $2(n+1)

Posons P, 1(t) = t>P/(t) — (2nt + 1)P,(t). Comme P, € R[z] alors P! € R[z]. De plus t* et —(2nt + 1) sont des
polyndmes également donc P, 1 € R[x]. On a donc bien I'existence d'un polynéme P, 11 tel que :

Poyi(t) 1
20n+1) ©

=

FOrO(@)

e

Fre) =

P(n+ 1) est donc vraie et la propriété est héréditaire.

P (t)
t2n

1
t

Conclusion Pour tout n € N, on a Vt < 0, f(") (t) = e,

1 . B 1
4. On remarque que t — n est de classe C™ sur R* et que exp est de classe C* sur R ainsi par composée ¢t — et est de

classe C* sur R*. De plus t + 0 est de classe C* sur R’.. Ainsi f est de classe C* sur R*. Pour obtenir le résultat
demande, il faut donc montrer que pour tout n € N, (™ est dérivable en 0 et que sa dérivée est continue en 0.

Montrons cela par récurrence, on pose pour n € N, P(n) : « f(") est dérivable en 0, f(”+1)(0) =0et f("+1) est continue
en 0 ».

Initialisation (n = 0) f©) = f est dérivable en 0 et f/(0) = 0 d’apres la question 1. De plus f’ est bien continue en 0 car
elle est en particulier dérivable en 0, d'aprés la question 2.

Hérédité Soit n € N, supposons P(n) vraie et montrons que P(n + 1) est vraie.
Par hypothése de récurrence f(™) est dérivable en 0 et donc sur R (car f € C*(R*)), on a :

PnJrl(t) 1 .
f(nJrl)(ﬁ) _ 252("7"'1)6 It sit<0

0 sit>0

Montrons donc que f(™*1) est dérivable en 0. On a :

(n+1) () — f(n+1) _
) — e ) 00

li = — =0
t—0+ t—20 t—0t t
et Pas (1) Pasi (1)
e TR — f0©) L EeEne =0 L B =0 L Pan(®)
t—0— t—20 t—0— t t—0— t t—0— (2n+3

D'une part lim P,41(t) = ap ob ag est le coefficient constant de P, 1, d'autre part :
t—0—

2n+3
ettt (1) BV
t2"+3 t

1 1/t ) )
Or lim — = —oo et _lim X2"*3eX = 0 donc par composée de limites lim —— = 0. Pour finir, par produit,
t—0— 1t X ——00 t—0— t2n+3
(n+1) _ £(n+1)
LS - e
t—0— t—0
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ECG1, mathématiques Correction du TD 17 Chapitre 17

Ainsi f("+1) est dérivable en 0 et £+ (0) = 0. Il ne reste plus qu'a montrer que f("*2) est continue en 0. D’aprés ce
qu'on vient de calculer et d’aprés la question 3, il existe P12 € R[z] tel que :

Pn+2(t) 1 .
f(n+2)(ﬁ) _ 252("7"'2)6 It osit<0

0 sit>0

D'une part, on a clairement lim f"*2(t) = 0 = f"*2(0). D’autre part, montrons que lim f*2(t) = 0 =
t—0t+ t—0~

f("+2 (0). On a : d’une part tl_l)réli P 42(t) = bg ol by est le coefficient constant de P, 2, d'autre part :

el/t _ 1 n+d 1/t
$2n+4 ? €

1 1/t :
Or lim — = —oo et _lim X2"*4eX = 0 donc par composée de limites hm ° = 0. Pour finir, par produit,
t—0— X——00 t2n+4
lim 2 (1) =0 = f+2(0).
t—0~

Ainsi f("*2) est bien continue en 0 et P(n + 1) est vraie.

Conclusion Pour tout 7 € N, f(™ est dérivable en 0, f(0) = 0 et f"*Y est continue en 0.

En résumé, f € C*(R*) et pour tout n € N, f(™) est dérivable en 0 et sa dérivée est continue sur R donc | f € C®(R)|.

3 Exercice 14

1. On cherche a appliquer I'inégalité de Taylor-Lagrange. On définit pour t € R, f(t) = e~ ". La fonction f est de classe C*>
sur Ry. On a pour tout t € R,
A =

Ainsi pour tout t € R,
P =le<1

car t — e~ ! est décroissante sur R et vaut 1 en 0. Ainsi d'aprés I'inégalité de Taylor-Lagrange, appliquée a I'ordre 1, on
a, pour tout (a,b) € RY :

1 2
k b —al
_> o oo < T
k=0
soit )
-b
R . i
x? 8
2. C trer I'inégalitée v — — + ——— < In(1 .
ommencons par montrer ['inégalite o — + 30+ n(l+x)

Posons pour t € Ry, f(t) = In(1 +¢t).

La fonction t — 1 + ¢ est de classe C*° sur R et a valeurs dans R%, la fonction In est de classe C* sur Ri donc par
composée f est de classe C™ sur R,..

Ecrivons alors la formule de Taylor-Lagrange avec reste intégrale a I'ordre 2 pour f, on a, pour tout x € Ry,

F@) = £(0)+ FO)e + £/(0)% + e O 1) ()

2
O”afl(t):L fr(t) = _ et fO(t) = L Ainsi, on obtient :
L+t (1+1)2 (L+¢)3 ' '
z? T(x—t)? 2
1n(1+$)—x—?+/0 5 X (1+t)3dt

Soit ¢ € [0, 2] alors comme t — t3 est croissante sur R, on a :
0< 1+t < (1+2)°
Comme la fonction inverse est décroissante sur R’ , on a :

L 1
(14137 1+ )3
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ECG1, mathématiques Correction du TD 17 Chapitre 17
Or (z — t)2 > 0 donc :
(@1 _ (@1
(1+¢)3 7 (1+a)3
Par croissance de I'intégrale sur [0, z] avec 0 < x car z € R, on obtient :
x _ )2 x _ )2
/ (@0 > / @t
o (1+1)? o (1+z)?
Or: ) .
T (r—t 1 1 ‘
/ @ =0 4 _ B P | [ —
o (14+x)3 (1423 | 3 o 3(14x)3
Ainsi on obtient I'inégalité voulue pour tout = € R :
x? 3
In(1 >r— —+———
n(l+z) >z 2+(1+z)3
x?2 a8
Montrons maintenant I'inégalité : In(1 + z) < x — 5 + 3
Posons pour t € Ry, f(t) = In(1 +t). Comme justifié précédemment, la fonction f est de classe C* sur R..
Ecrivons alors la formule de Taylor-Lagrange avec reste intégrale a I'ordre 3 pour f, on a, pour tout x € Ry,
2 a3 (g —1t)3
F@) = £0) + £ O+ P05 + 1905 + [T EL g
. 0 .
Ona f'(t) = L ') = 1 ) = et f®(t) = ———. Ainsi, on obtient :
1+t (1+1¢)% (1+1)3 (1+t)* ' '
2 23 T (x—t)3 —6
In(1 -+
n(l+z)=uz 2+3+/0 6 X(1+t)4dt
i.e. ) 5 ( X
T T T (x—t
In(1 =z——+ - dt
n(l+z)=ux 5 T3 /0 1T 10)?
(z—t)° . .
Pour tout ¢ € [0, z], L > 0 et par croissance de I'intégrale sur [0,z] avec 0 < z car x € R4, on a :
z _ )3
/ @050
o (I+0)*
Ainsi :
. .T2 N .T3 /I (:C_ﬁ)?)dﬁ < .T2 N .T3
T <op— 4+
2 3 o (T+t)* 2 3
d'ou I'inégalité voulue :
x?2 a8
In(1 <zr——+ —.
n(l+z) <z 5 + 3
4 Exercice 15
Indications : Ci-dessous I'énoncé de exercice détaillé en questions
X E—1)(—1)1
1. Montrer que Yk € N*, ) (z) = %
2. Montrer que Vk € N*, Vo € R, |fF) ()] < (k —1)!.
3. En déduire la convergence de (Sy,)nen~-
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ECG1, mathématiques Correction du TD 17 Chapitre 17

Corrigé de I'exercice

La fonction f : © — In(1 + z) est de classe C™ sur [0,+0c0[ et on peut démontrer par récurrence sur k € N* (il faudrait
I'écrire), que : Vk € N*,Vz > 0,

h) o (R =D(=1)*"
Fow) = (x+ 1)k
On en déduit que Vk € N*, Vo > 0 :
(k)  (k=1)! B
‘f @w’(m+uk<(k L

On applique l'inégalité de Taylor-Lagrange a I'ordre n entre 0 et y > 0, en majorant }f("“)(m)‘ par n! :

n+1 n+1

oY _ Y
(n+1D! (n+1)

In(1 +y) — Zn: (71):1‘”’6 <

k=1

On trouve en particulier que pour y =1 :

1
In(2) — S| < .
In(2) - 5] € 7oy
1
Or lim ——— = 0. Donc d'aprés le théoréme encadrement (.S,,) converge vers In(2).
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