ECG1, Mathématiques

Feuille n°17 : Dérivées successives

Chapitre 17

Dérivées successives

Exercice 1 (&)

Calculer les dérivées n-iémes des fonctions cos et sin.

Exercice 2 (&)

Calculer la dérivée n-iéme de :

l.g:x—
g:% 1+

1

2. h:z— ——
. 1— 22

Exercice 3 (&)
Soit f la fonction définie sur R, par :
Montrer que pour tout n € N*, et pour tout z € R, :

(—1)+ @n-2 1
2n 2n=lx (n—1)1 " gr—% '

F" () =

Exercice 4 (¢)

Soit f : R — R définie par f(z) = V3 sin(z). Montrer que
pour tout n € N,

(M) () — 9P eeV3 g ™
U (x) =2" sm(w—i—nﬁ).

Exercice 5 (#)

Soit f la fonction définie sur R’} par :

f(w) = exp (x—l) |

Montrer que pour tout n € N*, il existe P, et @, deux poly-

ndmes 3 coefficients réels tels que :

Ve e RY, () = gn(l’) exp (;—21) )

Exercice 6 (&)

—X

Montrer que la fonction = +— (2% + 2 + 1)e™“ est de classe

C° sur R et exprimer sa dérivée n-iéme.
Exercice 7 (&)

Montrer que la fonction z +— (1 4 2)" est de classe C* sur
R et exprimer sa dérivée n-iéme.

Exercice 8 (#)

1. Donner une formule pour la dérivée k-iéme de
x+— (™) pour k < n.

2. En calculant de deux maniéres différgntes la dérivée
n

N n
n-ieme de x — 22", calculer g (k:) .
k=0

Exercice 9 (&)

Soit ¢ : [0,1] — R une fonction continue. Déterminer les
fonctions f : [0,1] — R deux fois dérivables vérifiant f(0) =

fA)y=0et f"=g.
Exercice 10 (&)

On considére la fonction f : R — R définie par

1/t .
e sit<0
ft) = .

0 sit>0

1. Démontrer que f est dérivable sur R, en particulier en
t=20.

2. Etudier I'existence de f”(0).

3. (#) Soit t < 0. Montrer que pour tout n € N, il existe
un polynéme P, tel que :

7oy = Ll

4. (#) Montrer que f est de classe C* sur R.

Exercice 11 (&)
Soit f la fonction définie par f(x) = z* + 4z — 1. Ecrire ses
développements de Taylor avec reste intégral :

1. a l'ordre 3 entre 0 et 2

2. al'ordre 5 entre —1 et z.

Exercice 12 (&)

Ecrire le polynome P(z) = 2* — 2 4 22* 4 2 — 1 en fonction

des polynémes Qy(z) = (z + 2)" pour 0 < k < 4.
Exercice 13 (&)

Ecrire les développements de Taylor avec reste intégral des
fonctions suivantes :

1. f(x) = cos(x) a I'ordre 4 entre 0 et x.

2. f(z) = \/1—|—xa I'ordre 2 entre 0 et x.

3. f(z) = — a l'ordre 3 entre 2 et .

4. f(x) = (2:1:) a l'ordre 3 entre 0 et z.
5. f(z) = (1 + 3x) a I'ordre 3 entre 0 et z.

Exercice 14 (¥)

Montrer les inégalités suivantes :
1. Pour tout (a,b) € (R} )%,

la — b

’eib —e "+ (b—a)e | < 5
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2. Pour tout x € R,

3 22 3
<In(1 <zr——4+—.
<In(l+42z) <=z 2+3

2 x
PREETSE

T —

Exercice 15 (#)

En utilisant la fonction f : 2 — In(1 + ) définie sur [0, +00],
étudier la convergence de la suite (S,,),, définie pour n > 1
par :

& Du tréfle A brouter... & Qui s’y frotte s'y pique!
¥ A connaitre par coeur. ® Calculatoire, risque de
rester sur le carreau!
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