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ECG1, mathématiques Correction du TD 16 Chapitre 16

1 Exercice 2

I Y
1. Commengons par montrer que f; est linéaire. Soient X = [ z2 | € M31(R), Y = | y2 | e M31(R) et A\ €R:
T3 Y3
T Y1
QX +Y)=fil Az |+ |y
x3 Y3
Ay +y1 — (Ar2 + y2) + Axz + y3
ATy + Y1
_ (Mar—z2t3) +yr —y2 +ys
Ary + Y1
=A

T1 — T2+ X3 n Y1 — Y2+ y3
T U1

= A(X)+ f(Y)

Ainsi I'application f; est bien linéaire.
Z1
Déterminons son noyau. Soit X = | 2 | € Ker(f1), on a alors :

3
1 — T2 + I3 . 0
X1 B 0
On obtient alors les équations x1 — x9 + 23 = 0 et 1 = 0. Ainsi

1 =0 et xo=x3.

Ainsi
X1 0 0
Ker(fl) = To | € M371(R) | 1 =0 et z3=20, = To | zo € R » = Vect 1
z3 T2 1

Le noyau de fi est engendré par un unique vecteur non nul, la famille est donc libre et génératrice et une base du noyau

0
est donnée par : 1
1
1 0 1
Déterminons I'image de f1. La famille (e1,e2,e3) = of,(1],]0 est une base de M3 1(R) donc :
0 0 0

m(f1) = Vect (fi(er), fi(e2), fi(es)) = Vect <<D , <01> , (é)) — Vect <G) , <(1))>

La famille <<1) , <(1))) engendre l'image de f;, c’est donc une famille génératrice de I'image. De plus, elle est composée

de deux vecteurs non colinéaires donc elle est libre. C'est donc une base de I'image.

T €2
2. Commencons par montrer que fo est linéaire. Soient X; = [ y1 | €e M3 1(R), Xo=[y2 | e M3 1(R)et A€ R :
21 z2
X1 X9
AXi+Xo)=fo Ay | + | v
Z1 z9

ATy + T2 + Az + 22

= | Az1+ 22— (A1 + y2)
2(Ary + x2) + Az1 + 22

A1+ 21) + 22 + 22

=| AMz1—y1)+z2— 2
A(271 + 21) + 212 + 22

= A2(X1) + fa(X2)
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ECG1, mathématiques Correction du TD 16 Chapitre 16

Ainsi fo est bien une application linéaire.

x
Déterminons son noyau. Soit X = | y | € Ker(f2), on a: fo(X) = 0 soit le systéme :
z
x + 2z =0
r -y = 0
2z + 2z =0

T + z =0
-y — z =0
-z =0

On obtient z =0, y = 0 et z = 0. Ainsi Ker(f2) = {03,1}.

1 0 1
Déterminons |'image de f>. La famille (e1,e2,e3) = of,(1],]0 est une base de M3 1(R) donc :
0 0 0
1 0 1
m(fQ) = Vect (f2(€1)7f2(€2),f2(€3)) = Vect I,1-11,10
2 0 1
1 0 1
La famille 1],1-11],10 engendre Im( f2), c’est donc une famille génératrice de Im( f5). Il reste & montrer qu'elle
2 0 1
est libre.
Soit (A1, A2, A3) € R tel que
1 0 1 0
MIT)+X|-1]4+X[|0]=1]0
2 0 1 0
On obtient alors le systéme :
A1 + X3 = 0
A= A =0
201 + X3 = 0

On échelonne puis résout le systéme et on obtient A\; = A\s = A3 = 0. La famille de vecteurs est donc libre, puisqu’elle est
génératrice de Im(f3), c'est bien une base Im( f2).

3. Commencons par montrer que f3 est linéaire. Soient X; = <zl) € M21(R), Xy = <52) eEMy1(R)et A eR:
1 2

FOX1 + Xa) = fs (A (ii) N (;ﬁ))

Az1 + 22+ Ay1 + 2
= 2(0A\z1 +22) — (Ay1 + v2)
—(Az1 +z2) + 2(Ay1 + y2)
)

Ax1 4+ y1) + 22 + Yo
= | M2z —y1) + 222 — 2
AM—z1 +2y1) — z2 + 2y

= M3(X1) + f3(X2)

Ainsi f3 est bien une application linéaire.

Déterminons son noyau. Soit X = (;) € Ker(f3), ona: f3(X) = 0 soit le systeme :

x + y = 0
2c — y = 0
-z + 2y = 0
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ECG1, mathématiques Correction du TD 16 Chapitre 16

On échelonne le systéme Lo <— Lo — 2Ly et L3 < L3 + Ly, on obtient :

z + y =0
- 3y = 0
+ 3y = 0

On obtient y = 0 et = 0. Ainsi Ker(f3) = {02,1}.
Déterminons I'image de f5. La famille (eq,e2) = ((1) , (0)) est une base de M5 1(R) donc :

0 1
1 1
Im(f3) = Vect (fs(e1), f3(e2)) = Vect 2 ], -1
-1 2
1 1
La famille 21,11 engendre Im(f3), c'est donc une famille génératrice de Im(f3). De plus, elle est composée
—1 2
de deux vecteurs non colinéaires, elle est donc libre. C'est donc une base de Im(f3).
T T2
4. Commencons par montrer que fy est linéaire. Soient X1 = [ y1 | €e M31(R), Xa=[y2 | e M3 1(R) et A€ R :
21 22
X1 X9
fAQAXa+ Xo)=fo [ Ao | + | w2
<1 z2

= (3(\z1 +22) — (Ay1 + y2) +2(Az1 + 22))
= (ABx1 — y1 + 221) + 3w — y2 + 222)
= Mfa(X1) + fa(X2)

Ainsi f4 est bien une application linéaire.

x
Déterminons son noyau. Soit X = | y | € Ker(f4), on a: f4(X) = 0 soit :
z
3x—y+22=0
i.e.
y=3x+ 2z
Ainsi
T x 1 0
Ker(f)S |y | | y=3x+22p = [3x+22] | (z,2) eR? p =Vect | [3],[2
z z 0 1
1 0
La famille 31,12 engendre Ker(f4) c'est donc une famille génératrice de Ker(fs). De plus, elle est libre car
0 1
composée de deux vecteurs non colinéaires. C'est donc une base de Ker(f4).
1 0 1
Déterminons |'image de f4. La famille (e1,e2,e3) = of,(1],]0 est une base de M3 1(R) donc :
0 0 0

Im(fs) = Vect (fa(er1), fa(e2), fa(es)) = Vect ((3), (—1), (2)) = Vect((1))

engendre Im(f4), c'est donc une famille génératrice de Tm(f4). Cette famille est libre car composée d'une unique vecteur
non nul, c'est donc une base de Im(f4).

5. Montrons que |'application f5 est linéaire. Soient X1 = (z1,¥1) € R?, X5 = (z2,y2) € R?et AeR, ona:

[s(AX1 + Xo) = fs(A(@1, p1) + (22,92))
= f5((A21 + 22, Ay1 +92))
= (Ar1 4+ 22+ (Ay1 +y2), Az + 22 — (A1 + y2), 2(Az1 + 22) + 2(Ays +¥2))
= (AMNz1 4+ y1) + 22 + y2, M1 — Y1) + 22 — Y2, AM(221 + 2y1) + 222 + 2y2)
= Afs((z1,91)) + f5((22,92))
= Af5(X1) + f5(X2)
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ECG1, mathématiques Correction du TD 16 Chapitre 16

Ainsi |'application f5 est bien linéaire.
Déterminons le noyau de f5. Soit (z,y) € Ker(fs), on a : f5((x,y)) = 0, on obtient alors le systéme :

r 4+ y = 0

zx — y =0

20 + 2y = 0
On a L3 = 2L donc le systéme équivaut au systéme suivant :

r + y = 0

r — y = 0
On échelonne ce systéme : Lo < Lo — Ly, on obtient :

z + y =0

- 2y =0

Ainsi z =y = 0 et Ker(f5) = {Og=}.
Déterminons I'image de f5. La base canonique de R? est (e1, e2) = ((1,0),(0,1)), ainsi :

Im(ff)) - VeCt(fS(el)v f5(62)) = VeCt((lv L, 2)7 (1 -1 2))
La famille ((1,1,2), (1 — 1,2)) engendre Im(f5) et elle est libre car composée de deux vecteurs non colinéaires, c'est donc
une base de Im(f5).
6. Montrons que I'application fg est linéaire. Soient X1 = (x1,y1,21) € R?, Xo = (22,2,22) ER* et \€ R, on a :

fe(AX1 + X2) = fe(Mx1,y1,21) + (22,42, 22))

= fo((Az1 + 22, A\y1 + y2, Az1 + 22))

= (Az1 + 22+ A1 +y2 + Az1 + 22, \x1 + 20+ Ayr +y2 + Az1 + 22, —2(Ax1 + x2) — 2(A\y1 + y2) — 2(Az1 + 22))
=Mz14+y1+21) Fx24+y2+ 22, @1 + 11 + 21) + X2+ ya + 20, \(—2x1 — 2y1 — 221) — 2@9 — 2y3 — 229)

= Me(X1) + fo(X2)

Ainsi |'application fg est bien linéaire.

Déterminons le noyau de fg. Soit (z,y, z) € Ker(fs), on a : fs((x,y,2)) =0, on obtient alors le systéme :
r + y + z =0
r + y + z =0
—2x — 2y — 2z =0
On a Ly = —2L; et Ly = L donc le systéme équivaut au systéme suivant :
{ r + y + z =0

Onadoncz=—y—zet

Ker(fs) = {(Jc,y,z) e R? | = —y—z} = {(—y —z,4,2) | (y,2) € RQ}
Ainsi
Ker(fS) = VeCt((ila 17 0)5 (715 07 1))
La famille ((—=1,1,0),(—1,0,1)) engendre Ker(fs) et elle est libre car composée de deux vecteurs non colinéaires, c’est

donc une base de Ker(fs).
Déterminons I'image de fs. La base canonique de R? est (eg, ez, e3) = ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)), ainsi :

Im(fs) = Vect(fs(e1), fo(ez), fo(es)) = Vect((1,1,-2),(1,1,-2),(1,1,—-2)) = Vect((1, 1, —2)).

La famille ((1,1,—2)) engendre Im(f;) et elle est libre car composée d'un unique vecteur non nul donc c’est une base de

Im(fs).

7. Montrons que I'application f7 est linéaire. Soient X; = (21,91,21) € R®, Xo = (22,12,22) ER* et \€ R, on a :

fr(AX1 + Xo) = fr(Ma1, 41, 21) + (22,92, 22))

= fr((A\z1 + 22, Ay1 + y2, A21 + 22))

= (Az1 + 22+ 2(M\y1 + y2) + 3(Az1 + 22), Ax1 + 22 + 3(Ay1 + y2) + 5(Az1 + 22), Ax1 + 22 + 4(Ay1 + y2) + T(Az1 + 22))
= (M1 + 2y1 + 321) + 22 4+ 2y2 + 322, M1 + 3y1 + 521) + @2 + 3y2 + 520, A(w1 + 4y1 + T21) + 22 + 4y2 + T22)

= Mf7(X1) + f7(X2)
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ECG1, mathématiques Correction du TD 16 Chapitre 16

Ainsi |'application f7 est bien linéaire.
Déterminons le noyau de f7. Soit (z,vy, z) € Ker(f7), on a : fz((z,y,z)) = 0, on obtient alors le systéme :

r + 2y + 3z = 0
r + 3y + 5z = 0
r + 4y + Tz = 0
Echelonnons ce systéme, Lo < Lo — Ly et L3 < L3 — Ly, le systéme équivaut au systéme suivant :
r + 2y 4+ 2z = 0
y + 2z = 0
2y + 4z = 0
On remarque que L3 = 2L donc le systéme équivaut a :
r + 2y + 3z = 0 S z
{ y + 2z = 0 = { y = —2z

Ker(fr) = {(2,y,2) €R® | & = 2,y =22} = {(2,-22,2) | 2 € R}
Ainsi
Ker(f7) = Vect((1,—2,1)).
La famille ((2,2,0)) engendre Ker(f7) et elle est libre car composée d'un unique vecteur non nul, c'est donc une base de

Ker(f7).
Déterminons I'image de f7. La base canonique de R? est (eq, ez, e3) = ((1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)), ainsi :

Im(f7) = VeCt(f7(€1), f7(€2)7 f7(€3)) = VeCt((L 1, 1)7 (2a 3, 4)) (37 9, 7))
On remarque que 2e; — e; = ez donc
Im(f7) = Vect((1,1,1),(2,3,4)).

La famille ((1,1,1),(2,3,4)) est génératrice de Im(f7) et elle est libre car composée de deux vecteurs non colinéaires, ainsi
c'est une base de Im(f7).

Remarque : Si on ne voit pas une combinaison " a I'oeil " des 3 vecteurs ((1,1,1),(2,3,4),(3,5,7)), on peut la trouver
en cherchant (z,y,2) € R? tels que z(1,1,1) 4+ %(2,3,4) + 2(3,5,7) = (0,0, 0). Cela revient a résoudre le méme systéme
que pour la détermination du noyau.

2 Exercice 3

1 0 1
1. La base canonique de M3 1(R) vaut (e1,e2,e3) = O),({1],10]|. Ainsi:
0 0 0
€ Y
f(zer +yea + zes) = f y et yey +zes+xez3 = | z
z x
x
Ainsi I'expression de f est donnée pour tout | y | € M3 1(R) par:
z
T Y
fllv]])=1|=
z x

Montrons maintenant que f est linéaire.

xr1 x2
Soient X = Y1 | € Mg,l(R), Xy = Y2 | € M371(R) et AeR:
Z1 z2
X1 X9
fOXi+X)=f Al |+ |
Z1 z9
Ay1 + Y2
= | Az1 + 22)
Ar1 + 22

=A(X1) + f(X2)
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Ainsi f est bien linéaire.

T
2. Soit X = |y | € M31(R),
z
Yy z T
fofof(X)=fof|{z]]=F[|=])]|=1v
T Yy z

Ainsi fo fo f =1dg. L'application f est donc bijective et f~* = fo f.
3. Commencons par remarquer que fo f est linéaire car c'est la composée de deux applications linéaires. Montrons maintenant
la linéarité de g. Soient (u,v) € E? et )\ €R,

gAu+v) = f(hu+v) = fo f(hu+v)
=Af(u)+ f(v) = Afof(u)— fof(v) parlinéaritéde fetde fof
= A(f(u) = fo f(u)+ f(v) = fo f(v)
= Ag(u) + g(v).
Ainsi g € L(E).
4. Déterminons le noyau de g. Soit u € Ker(g) alors g(u) = 0 soit
flu) = fof(u)

composons cette égalité par f, on obtient :

fof(u) = u.
T
Posons alors (z,y,2) € R® tel que u = [ y |, résolvons le systéme fo f(u) =u :
z
z =z -z z =0
T =y <= r -y = 0
y = z y — 2z = 0
Echelonnons-le, Ly < Ly + L1, on a:
—x z =0
y+z0<:>{x 2 =0
y — z = 0 -yt z2=0
Ainsi y = z et x = z avec z € R. On a donc :
z 1
Ker(g) = z| | zeRp=Vect | |1
z 1
1
La famille 1 engendre Ker(g) et elle est constituée d'un unique vecteur non nul, elle est donc génératrice et libre,
1

c'est une base de Ker(g).
Déterminons I'image de g. On a :

Im(g) = Vect(g(e1), g(e2), g(e3)).

Or
gler) = fler) — fo f(er) =es — f(es) = ez —e2
et
gle2) = flez) = fo fle2) =e1 — f(er) = e1 —e3
et
gles) = fles) — fo fles) =e2— fle2) =e2 —e1
On remarque que g(e1) + g(e2) = e1 — ea = —g(es), ainsi :
0 1
Im(g) = Vect(ez — ea2,e1 — e3)Vect -1,
1 -1
0 1
La famille —-11,1 0 engendre Im(g) et est composée de deux vecteurs non colinéaires, c'est une base de Im(g)
1 -1
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3 Exercice 4

1. Soit P € E alors deg(P) < n donc deg(P’) < n — 1. Or deg(x — 1) = 1 donc d'aprés les propriétés sur les degrés,
deg((x — 1)P’") < n. De nouveau d'apreés les propriétés sur les degrés,

deg(P + (x — 1)P’) < max(deg(P),deg((x — 1)P")) < n.

Ainsi f(P)€ Eetonabien f: E— E.
Montrons que f est une application linéaire. Soient A € R et (P, Q) € E?, on a

fOP+Q) = (P +Q)(x) + (1 —z)(A\P + Q) (x)
=AP(z) + Q(z) + (1 —x)(AP' + Q")(x) par linéarité de la dérivation
=ANP(x) + (1 - 2)P'(x) + Qz) + (1 — z)Q'(2)
M (P) + f(Q).

Ainsi f est bien une application linéaire et comme f: E — FE, f € L(FE).

2. La famille (1,z,...,2") est la base canonique de R,,[z] donc :

Im(f) = Vect(f(1), f(z),..., f(z")).
Or f(1) =1 et pour p € [1,n], f(2P) = 2P + (1 —2)pa?~' = (1 — p)a? + paP~*. On a donc :
Im(f) = Vect(1,1, —2% 4+ 2z,..., (1 —n)z" + nz" ') = Vect(1, —2* + 2z,..., (1 — n)z™ + nz""1).

La famille (1, =2 +22,..., (1 —n)z" + nz" ') engendre Im(f), elle est donc génératrice de Im(f). De plus, elle est non
nulle et échelonnée en degré, elle est donc libre et c'est une base de Im(f).

3. On calcule et on obtient f(Q)(z) = 0.

4. D'aprés le calcul précédent, on peut affirmer que @ € Ker(f) donc Vect(Q) C Ker(f) car Ker(f) est un espace vectoriel.
Montrons ['inclusion réciproque.
Soit P € Ker(f) alors f(P) = 0.
Soit a € R une racine de P différente de 1, on a alors P(a) = 0 et I'égalité f(P) = 0 évaluée en « nous donne :
(1 —a)P'(a) = 0. Comme a # 1, on en déduit que P’'(a) = 0.
Dérivons ensuite I'égalité, f(P) = 0, on obtient :

P'(z)+ (1 —a)P"(x) — P'(x) = 0

évaluons-la en o, on obtient :
(1-a)P"(a) =0

Comme a # 1, on en déduit que P”(a) = 0.

On conjecture donc que pour tout p € N, P(® (o) = 0. On montre ce résultat par récurrence (qu'il faudrait rédiger en
utilisant la formule de Leibniz pour I'hérédité).

Comme pour tout p € N, P (o) =0, P est forcément le polyndme nul.

Ainsi si P posséde une racine différente de 1, c'est le polynéme nul.

Supposons donc que P # 0, sa seule racine est donc 1, il existe donc p € N et C € R* tels que :

P(z) = C(x — 1)P.
On va montrer que p = 1. Comme P € Ker(f), on a f(P) = 0 et donc pour tout réel z
Clx—1)P +C(—2)plx—1)P"1=0

soit en factorisant par C(x — 1)?,
VeeR, Cx—1P1-p)=0

Comme C(x — 1)? # 0, on en déduit que 1 —p =0 soit p = 1. Ainsi P = C(z — 1) € Vect(Q).

En conclusion, soit P = 0 soit il existe C' € R* tel que P(z) = C(xz — 1). Ainsi dans les deux cas, il existe A € R tel que
P(z) = Ma — 1) € Vect(Q).

Conclusion, Ker(f) = Vect(Q).
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4 Exercice 5
1. Soient A € R et (M;, M) € M3(R), on a:

¢()\M1 + M) = A()\Ml + Mg)
= \NAM; + AM,
= Ap(M1) + ¢(Mz)

Ainsi ¢ est bien une application linéaire.

a b

2. (a) Soit M = <C d> € My(R), on a :

_(a+2c b+2d
o(M) = (2a+4c 2b+4d) :
Soit M € Ker(¢), alors ¢(M) = 02. On obtient alors le systéme :

a + 2c =
2a + 4c¢ =
b + 2d =
20 + 4d =

O O OO

On remarque que Lo = 2L, et Ly = 2L3, il équivaut donc au systéme suivant :

a+20=0<:>a:—20
b + 2d = 0 b = —-2d

On a donc:

Ker(g) = {(i Z) e My(R) | a=—2¢ et b= Qd} _ {<02‘3 §d> € Ma(R) | (a,d) € RQ}

On a donc :
Ker(¢) = Vect <<_12 8) , (8 _12)>

La famille ((12 8) , (8 12)) engendre Ker(¢), elle est donc génératrice de Ker(¢). De plus, elle est formée de

deux vecteurs non colinéaires donc elle est libre. C'est donc une base de Ker(¢).
Soit (E11,E1,2,F21, E22) la base canonique de M3(R), on a:

t() = Vect(o(E12). o(E12) oo o) = Vet ( (5 0) (0 3) (3 0) (0 1))
Comme (i 8) ZQ(G 8) et (8 i) =2 (8 ;) ona:
(3 . 9)

La famille ((; 8) , (8 ;)) engendre Im(¢), elle est donc génératrice de Im(¢). De plus, elle est formée de deux

vecteurs non colinéaires donc elle est libre. C'est donc une base de Im(¢).

(b) Le noyau de ¢ n'est pas réduit au vecteur nul donc I'application ¢ n'est pas injective.
L'application n’est pas non plus surjective car Is n'a pas d'antécédent par ¢. En effet, la matrice A n’est pas inversible
puisque 1 x 4 — 2 x 2 = 0 donc il n'existe pas de matrice M tel que AM = I, autrement dit Is ne posséde pas
d'antécédent par ¢.

5 4

3.(a) Soit M € My(R), ¢*(M) = ¢(p(M)) = p(AM) = A2M. Or A% = <4 .

) = 2A + 315, on a donc :

®*(M) = (2A + 315)M = 2AM + 3M = 2¢(M) + 31d(M).

Ainsi ¢? = 2¢ + 3Id.
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(b) Partons de la relation ¢? = 2¢ + 3Id, on a :
$* =20+ 3ld <= ¢* —2¢ =3Id <= ¢$o (¢ —2Id) = 3Id
or comme ¢ est linéaire, on a :
1
do (¢ —21d) =3Id <= go(¢—20d) =1d
e L 1
L'application ¢ est bien bijective et ¢7+ = §(¢ — 21Id).
5 Exercice 8
Montrons le résultat par double implication.
(=)  Supposons que g o f = 0 et montrons que Im(f) C Ker(g).
Soit y € Im(f) alors il existe z € E tel que y = f(x). On a alors :
9(y) = 9(f(x)) = (g0 f)(z) = 0.
Ainsi y € Ker(g) d'ou I'inclusion.
(<)  Supposons que Im(f) C Ker(g) et montrons que go f = 0.
Soit x € F/, on a:
go f(z) =g(f(z))
or f(x) € Im(f) et comme Im(f) C Ker(g), on a f(z) € Ker(g) donc g(f(z)) =0. Ainsi go f =0.
6 Exercice 10
I Y1
1. Soient \€ R, X = | xo | € M3,1(R) etY = y2 S ./\/l3 1( )
T3
Az1 + Y1
Az + Y3
)\z1+y1+)\x2+y2+)\z3+y3
=z 2(A\z2 + y2)
Ay +y1 — (Az2 +y2) + Avs +y3
1 JI1+CE2+$3) 1 (Nt Yy2+ys
= A(212) + 3 2ys
$1*!E2+IE3) Y1 — Y2+ Y3
=Af(X) +
Ainsi f est bien une application linéaire.
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Z1
2. Montrons que f est un projecteur et pour cela montrons que fo f = f. On a pour | 22 | € M31(R),
T3
T1 1 (%t +x2 + 23
f (@) f T = f - 2%2
x3 1 — T2 + T3

$1+$2+$3+2$2+$17$2+$3

1
T1 + T2 + 13 — 272 + T1 — T2 + T3
1 2$1 + 21‘2 + 21‘3
= Z 4552
2x1 — 2x9 + 223
1 [(T1t 22t 23
= 5 2552
x1 — X2 + T3
T
= f To
3
Z1
3. Déterminons son noyau. Soit X = [ 2 | € Ker(f), ona: f(X) =0 et on obtient le systéme suivant :
z3
X1 + i) + r3 = 0 -
2$2 = 0 — { xl;:rg : 8
Ty — T2 + x3 = 0 2 -
On a donc :
X1 —&3 -1
Ker(f) = 2 | | @1 =—w3,220=0p = 0 | z3 € R p = Vect 0
x3 xs3 1
Déterminons son image. Soit (e1, ez, e3) la base canonique de M3 1(R), on a
1 1 1 1 1
2 2 2 2 2
Im(f) = Vect(f(e1), f(e2), f(es)) = Vect [ | O f,f 1 |, fOf]=Veet | [Of,| 1
1 1 1 1 1
2 2 2 2
1 1
- . 2| 2 1
L'application f est donc le projecteur sur Vect 0],] 1 parallélement & Vect 0
1 1 1
2 2

7 Exercice 11

1. f étant un endomorphisme, il reste montrer que f o f = f pour montrer que c'est un projecteur.
Soit (z,y,2) € R,

Fof((e,y,2) = F(HEE 5 T2025))

e e i e R
2 T 2
(x+y+z x—y+z)
2 )y? 2

f(z,y,2))

= ( )

On a bien fo f=f.

2. Les calculs sont trés similaires a I'exercice 10 (je ne les détaille pas mais il faudrait évidemment les écrire).

1 1.1 1
Une base Ker(f) est donnée par B = ((—1,0,1)) et une base de Im(f) est donnée par C = ((5,0, 5), (5, 1, 75))

3. Comme f est un projecteur, on a R® = Ker(f) @ Im(f). Ainsi la juxtaposition de B et de C donne une base de R3.
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8 Exercice 12

1. Soit (z,y,2) € R? alors :
(x,y,2) = zer + yea + zes.
Ainsi par linéarité de f,

f((z,y,2)) = xf(er) +yf(e2) + 2f(e3) = wer —yer + ze3 = (¢ — 9,0, 2)

2. Déterminons le noyau de f. Soit (z,y,2) € Ker(f), on a: f((z,y,2)) = (0,0,0). On obtient alors le systéme :
r — y =0 r =y
{ z = 0 = { z = 0

Ker(f) ={(z,y,2) | x =y,2 =0} = {(z,2,0) | x € R} = Vect((1,1,0)).

La famille ((1,1,0)) engendre Ker(f), c’est donc une famille génératrice de Ker(f). De plus, elle est composée d'un unique
vecteur non nul donc elle est libre, c'est donc une base de Ker(f).

Déterminons I'image de f. Soit (e1, e2, e3) la base canonique de M3 1(R), on a:

On a alors :

Im(f) = Vect(f(e1), f(e2), f(e3)) = Vect((e1, —e1, e3)) = Vect((e1, e3)) = Vect((1,0,0), (0,0,1))

La famille ((1,0,0),(0,0,1)) engendre Im(f), c’est donc une famille génératrice de Im(f). De plus, elle est composée de
deux vecteurs non colinéaires donc elle est libre, c'est donc une base de Im(f).

3. Soit (r,y,2) €R® ona:

fof((x,y,z)):f((:c—y,(),z))z(J:—y—0,0,z):f((x,y,z)).

L'endomorphisme f est donc bien un projecteur et c'est le projecteur sur Vect((1, 0, 0), (0,0, 1)) parallélement a Vect((1,1,0)).

O Exercice 13

1. Commencons par montrer que F NG = {0}. Soit(z,y,z) € FNG,ona:x—y+z=0etil existe A\ € R, tel que
(x,y,2) = A(1,1,1). Ainsi (z,y,2z) = (A, A\, A) donc l'égalité z —y + z = 0 devient A — A+ XA = 0 soit A = 0. Ainsi
(x,y,2) = (0,0,0 et FNG C {0}. De plus comme F et G sont des espaces vectoriels, {0} C FNG. Ainsi F NG = {0}.
Montons ensuite que R?* = F' 4+ G. Comme F et G sont des sous-espaces vectoriels de R®, F'+ G c R3. Commencons par
déterminer des bases de F' et G.

Pour G, la famille ((1,1,1)) engendre G et elle est composée d'une unique vecteur non nul donc c'est une base de G.
Pour F, on a:

F={(abc)eR® | a=b—c}={(b—cb,c) | (be)e R} = Vect((1,1,0), (~1,0,1)).

La famille ((1,1,0),(—1,0,1)) est génératrice de F et elle est composée de deux vecteurs non colinéaires donc c’est une
base de F.

Soit (x,y,2) € R?, on cherche alors (A, A2, A3) € R? tel que (2,5, 2) = A (1,1,0)+Xa(—1,0,1) + A3(1,1,1). Cela revient
a résoudre le systéme :

M — A 4+ A3 = =z
(S) AL + A3 =y
)\2 + )\3 = z

On résout ce systéme en |'échelonnant Ly < Lo — Ly :

)\1 — )\2 + )\3 = x )\1 = 2y71'72’
S = A2 = y—r — Ay = y—
A2+ A3 = z A3 = x—y+=z

On a alors :

et 2y — 2 — 2)(1,1,0) 4+ (y — 2)(—=1,0,1) € F et (x —y + 2)(1,1,1) € G. On a donc montré que R* C F + G d'ou
R®=F+G.

Comme on a montré précédemment que FF NG = {0}, on peut conclure que R3 = F® G i.e. F et G sont supplémentaires
dans R3.
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2. Comme R® = F@& G, pour tout = € R?, il existe un unique couple (u,v) € F x G tel que z = u+v. Notons p le projecteur
sur F' parallelement & G, on a alors p(x) = u et u est donc le projeté de x sur F' parallélement & G.
D’aprés le calcul mené a la question précédent, tout (a,b,c) € R® se décompose de la maniére suivante :

(a,b,c) = (2a—b—1¢)(1,1,0)+ (b—a)(—1,0, 1)+ (a —b+¢)(1,1,1)
avec (2a—b—¢)(1,1,0) + (b—a)(—1,0,1) € F et (a—b+¢)(1,1,1) € G. Ainsi le projeté de (a, b, c) sur F' parallélement

a Gvaut:
(2a—b—1¢)(1,1,0) + (b—a)(—1,0,1) = (3a— 2b—¢,2a — b —¢,b — a).
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