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ECG1, mathématiques Correction du TD 15 Chapitre 15

1 Exercice 1

Pour calculer les différentes primitives, on s'aide du tableau du cours du paragraphe Primitives usuelles.

1. La fonction f; étant une somme de 3 termes, on calcule une primitive de chacun des trois termes.

3
e 22 est de la forme 2% avec a = 2, d'aprés le cours, une primitive de z2 est donc donnée par oy 1302“ =3
) . | 1
e —3z est de la forme —3 x 2 avec o« = 1, d'aprés le cours, une primitive de —3x est donc donnée par —3 x T 11:1“ =
73 9
— .
2

e 7 est une constante donc d'apreés le cours une primitive de 7 est 7x.
Ainsi une primitive F; de f; sur R est définie par :

3,
Ve eR Fi(z) = —— -z +Tx
3 2
2. On écrit astucieusement que
zt 1 , 1
fz(x):FJrF:x T3
puis on calcule une primitive de chacun de ces deux termes.
e Comme dans 1., une primitive de 2 est 3
1 1 1
e — est de la forme z® avec a = —2, ainsi une primitive de — est 2—-1-1$_2+1 = l=_=
x x - x
Ainsi une primitive F de f> sur R (ou R* ) est définie par :
3
T 1
Vz € R7 ()= ———
+ 2( ) 3 x

3. La fonction f3 semble étre de la forme w'u® avec u(x) =7z + 1 et a = 8.
Calculons w'u®. On a u/(z) = 7 donc
w'u® = 7(Tx + 1) = 7f3(x)

et par conséquent f3(z) = tu'(x) (u(z))®. Or, une primitive de u'u® est %ug donc une primitive F3 de f3 sur R est définie

par :
1 (u(@)’ 1 9
Ve € R F =_ = — (Tz+1
! =g =g =gty
4. La fonction fy semble étre de la forme u'u® avec u(x) = 2> +x+1 et a = —4. Calculons u'u®. On a v/(z) = 2z + 1 donc

wu® = 2z + 1) (2? + 2+ 1)1 = fi(2)

ainsi fy(z) = (uu;% = o/(x) (u(z)) ™. Or, une primitive de u'u~* est % donc une primitive F; de f; sur R est définie
par :

u(z)) > 1 1
veeR EW”=LL¥—=—§X@EI;EF

5. La fonction f5 semble étre de la forme u'u® avec v = 2 et u(x) = In(x). Calculons w'u®. On a u/(x) = 2 donc

wu® = é x (In(z))? = f5(x)

et par conséquent f5(x) = u/(z) (u(z))>. Or, une primitive de u'u? est %u3 donc une primitive F5 de f5 sur R est définie
par :

"  (u@)® 3

Vz e R Fs5(z) = = = (In(x))
. A o' 5 u

6. La fonction fs semble &tre de la forme ——= avec u(z) = 2° + 1. Calculons NG

u

2Vu

w
wl

. On a u/(x) = 32” et donc

u’ 32 3 22 3
- i
2Vu  2V/x3 41 22341 2
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ECG1, mathématiques Correction du TD 15 Chapitre 15

par conséquent :
2 u'(x)
fe(x) = = %
(@) 3 2y/u(x)

Or, une primitive de 2f est /u donc une primitive Fy de fg sur ] — 1;+o00] est définie par :

Vo €] — 1;400] \/ \/x3

7. La fonction f7 semble &tre de la forme u'e* avec u(z) = 2 + 2z. Calculons u'(z)e*™. On a /() = 2z 4 2 et donc
W (2)e"®) = (2 + 2)e T2 = 2z + 1)e® T2 = 2f7(z)

par conséquent
1
fr(x) = §u'e“

Une primitive de f7 est donc donné par :
1 -
Fr(x) = §ez T vz eR.
2 Exercice 2

1. On a A =16 et donc les deux racines sont : @« = —1 et 5 = 3.
2. Soit z dans Dy =R\ {—-1,3}.On a:

I b alx—3)+blx+1) (a+bxr—3a+b
r+1 z-3  (z+1)(xz-3) 22-2r-3
Par identification, pour que f(z) soit égale a —%5 + 5, il suffit de prendre a et b de sorte que a +b=0et —3a+b=1
d'ou facilement a = *i et b= i. Ainsi :

vz € R\ {~1,3} f(x)1< L 1)

3. La fonction f est de la forme

f= —i (g+h)
avec g = %4-1 et h= $113.
La fonction g semble &tre de la forme %/ avec u(z) = x+ 1. On a %I = xil = g(z), ainsi une primitive de g est
G(z) =ln|x +1].
La fonction h semble étre de la forme %/ avec u(zx) =z — 3. On a %/ == ! 3 = —h(x), ainsi une primitive de h est

H(z)=—Iln|z —3|.
Soit I un intervalle inclus dans son domaine de définition et soit F' une primitive de f sur I. D'aprés ce qui précéde :

Vo el F(x):—i(ln|x+1|—ln|z73|)

3 Exercice 3

1. Commencons par déterminer une primitive de la fonction f(z) = x® + 2 — 2. Une primitive de f est donnée par :

1 3+1 1 1+1 L4 15
e —2Xx=-— —x° — 2x.
3+1x —|—1+1$ x 41: +2x x

F(z) =
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ECG1, mathématiques Correction du TD 15 Chapitre 15

Ainsi
1/3(3+ 2)da = Lol o o 1(3)4+1(3)2 2% 3 1( 2)4+1( 2)2 — 2 x (-2)
1 = _21' X xr = 4$ 2:L' $_27 1 5 1 5
81 9
= 4+-—-6-4-2-4
p g0
81+ 18— 64
B 4
_®
T4

2. Commencons par déterminer une primitive de la fonction f(z) = v/2z + 3. La fonction f semble &tre de la forme u/'u®

1
avec u(z) =2x +3 et a = oL Ainsi u'(x) = 2 et on a alors :
wu® =2(2x +3)7 = 2v/2z + 3 = 2f (x).

1
On a f(x) = iu’uo‘, une primitive de f est donc donnée par :

1 1 1 3 1 3
1.4 3 3
F(x):—x%+1(2x+3)2+ :§xg(2x+3)2:§(2x+3)2.
Ainsi
11 1 5 11
I, = / V2z +2dx = [—(Q:E + 3)5]
3 3 3
1 )
= (5(2 x 11 +3)3> - <—(2 x 3+3)3>
1 3 1 3
= 2(25)2 — =(9)3
2(25)F — 2(0)"
1 1 1 1
= 2((25)2)3 — = 3)3
S(25)1)° — 2((9)%)
1 1
= (VB) - (VO
125 27
3 3
_ %
3
4 u/
3. Commencons par déterminer une primitive de la fonction f(t) = . La fonction f semble étre de la forme avec
cons p P f(@) N f NG
u(t) = t° + 3. Ainsi u/(t) = 5t* et on a alors :
! 5t4 5 5

e - — o = 5/
2V/u 2/ +3 2V +3 2

Y et une p imitive de f est donnée pa
u rrmitiv r:
2\/6
2
F(f) = -V f5 + 3.

Ainsi

1 4 1
¢ P
L= | ——dt = —\/t5+3}
’ /()\/t5—|—3 [5 o

= %x/ﬁ +3— %x/05 +3

2 2
=V4-Z
5\f 5\/g
4-2V3
5
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ECG1, mathématiques Correction du TD 15 Chapitre 15

2 Vi
4.1:/—dt.

LV
e‘/z_l

Commencons par chercher une primitive de f(t) = W = \/Ee\/z' La fonction f semble étre de la forme u'e* avec

u(t) = V/t. On a alors v/ (t) = ﬁg et ainsi

Donc f(t) = 2u'(t)e*®. Or, une primitive de u/e* est ¢ donc une primitive F' de f sur [1;2] est définie par :
F(t) = 2" = 2eV?.

Ainsi

2
I, = [2e‘/1 —26V% _ 2eVT = 26V2 _ 90,
1

2
2¢ — 1
5. Iy = —dx.
° /0 22 _rr1”

2¢ — 1 u’

5 T La fonction f semble étre de la forme — avec u(z) =
u

Commencons par chercher une primitive de f(z) =
xre — T

x? — 2+ 1. On a alors u/(x) = 22 — 1 et ainsi

u' 2z — 1

W -zl

f().

Or, une primitive de % est In |u| donc une primitive ' de f sur [0;2] est définie par F(z) = In|u(x)| = In|z? — 2 + 1].

Ainsi,
Is=[nje® —2+ 1], =2 =2+ 1] = In[0> — 0 + 1| = In(3) — In(1) = In(3).

4 Exercice 4

1
1. I :/ te?tdt.
0

() = 2 u(t) = 5e*
Posons alors
u(t) =t v'(t) =1

Les fonctions u et v sont de classe C! sur [0; 1] donc par intégration par parties :
1
L = / o' (t)v(t)dt
0
1
— fu(e(e] ~ [ ulew' (o
0
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Chapitre 15

Les fonctions u et v sont de classe C' sur [1;2] donc par intégration par parties :
2
I = / o' (t)v(t)dt
1
2
— [ult)o(@)): ~ [ty
1

_ [gln(t)r/j%dt

1
3. I3 :/ (% +1)e**dx
0
o (x) = e3® u(z) = %e&”

Posons 5 alors
v(r) = 2" +1 V' (z) = 2%

Les fonctions u et v sont de classe C! sur [0; 1] donc par intégration par parties :

I3 :/0 o' (z)v(z)de
= [u(z)v(z)]) — /O u(x) (z)dz

1 !
= {—(:p2 + 1)631:| —/ —e3 x 2xdx
3 b3

2 1 2/t
:—egf—f—/zegmdx
3 3 3/

1
Il faut alors faire de nouveau une intégration par parties pour calculer I'intégrale : / ze3*dz.
0

1) — o3 u(z) = Ledw
v (z) =e
Posons{ (2) alors 3
v

(z) == v'(z) =1

Les fonctions u et v sont de classe C' sur [0; 1] donc par intégration par parties :

/0 1 re3®dx = /0 1 o (x)v(z)da

= [u(z)o(z)]) — /0 u(x) (z)da

Finalement :
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ECG1, mathématiques Correction du TD 15 Chapitre 15
donc 43
1 —
= e -1
27

t2
u'(t) = & u(t) = —4
Posons alors
v(t) =In(1+1¢) V() = 5

t
Les fonctions u et v sont de classe C! sur [1; 2] donc par intégration par parties :

2
1
Il reste a calculer/ ———d¢. Remarquons que :
L tE+1)
1 t+1 t 1

P11 i+ D) G+ D

2 2
/ : dt:/ LN
L tE+1) L\t t+1

2 2
1 1
[l [ e
Lt L t+1

= [(8)]] — [t + 1))7
=1n(2) — (In(3) — In(2))
= 21In(2) — In(3)

1
t

on a alors :

1
Finalement, I, = —3 In(3) 4+ In(2) + 21n(2) — In(3) c'est a dire

I, =31In(2) — gln(?))
5 Exercice 5

1
x
1. I = —dz
! /0 vae+1

e onposet=x+1=u(z)doncz=1t—1.

La fonction u : x + x + 1 est de classe C! sur [0;1] et pour tout x dans [0; 1], on a u/(x) = 1.

e t = u(z) donc dt = /(z)dx donc dt = dx donc dz = dt.
e Ona:

t—1 ¢ 1 VixVio1
v __t-1_t 1 _vixvi 1 g

1
Vitl Vi T Vi Vi Vi Vi

esiz=0alorst=1etsiz=1alorst=2.
donc par changement de variable :

o [ (e - [t - =2

4/3 2
2. I, = ——d
2 /1 (3z —2)° .
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Chapitre 15

e on pose t = 3z — 2 = u(x) donc x = 2.

La fonction u : & — 3z — 2 est de classe C* sur [1; %] et pour tout x dans [1; %} onau'(z) = 3.
e t = u(z) donc dt = v'(z)dz donc dt = 3dz donc dz = dt.
e Ona: )
2 :(%) _(t+2? P +4at+d
(3z — 2)° t5 ot5 015
esiz=1alorst=1etsiz=3alorst=2.

donc par changement de variable :

2 42 2 42
244t+4 1 1 (22 +4t44
L= | T2 a=o [ T
2 /1 9¢5 3¢ 27/1 5

2+4t+4 2 4t

4 -3 —4 -5
Or t5 :t_5+t_5+t_5:t +4t +4t donC
1 2
L=— [ (t7P+4 " +4t7°) dt
27 J,
1 [t2 =3 =472
= — |44 x — 4 x —
27 [2’+ Xy 4]1
1 1 1 1 1 4 )
27\ 8 6 16 2 3
1 119
= — X —
27 7 48
119
T 1296

2 2x
&g:/ i
1 1—e®

e on pose t = e” = u(x) donc & = In(¢).
La fonction u : x + e” est de classe C' sur [1;2] et pour tout = dans [1;2], on a u/(z) = e”.
e t = u(z) donc dt = v/(z)dx donc dt = e”dx.

e Ona:
eQm T
-dx = x e*dx = dt
1—e® 1—e® 1—t
esiz=1alorst=ceetsiz=2alors t = e.
donc par changement de variable :
2
€
t
I = / B
. 1—t
Petite astuce pour calculer cette intégrale :
B £ B
1—1 1-—t 1—1

Ainsi :

2

e 1 2
@:/ 1+ ——dt=[~t—In|l—
. 1—t

Or,1—e?<0etl—e<0donc

I3 =—e®—In(e®* —1)+e+1In(e — 1)
c'est a dire

Iy=In(e—1)—1In(e* —1) +e—e?

!
0o e*+1
e on pose t = e” = u(x) donc & = In(¢).

La fonction u : x + e” est de classe C* sur [0; 1] et pour tout = dans [0;1], on a u/(z) = e”.
o t = u(z) donc dt = u/(z)dx donc dt = e”dux.

e Ona: . ) )
dx = x e’dr = ————dt
er + 1 e*(e® + 1) tt+1)
Lycée Charles de Gaulle, Caen 8/18 (© M. Fontaine



ECG1, mathématiques Correction du TD 15 Chapitre 15

esiz=0alorst=1etsiz=1alorst=c¢.
donc par changement de variable :

e q
L= —
4 /1 t(t+1)

Petite astuce pour calculer cette intégrale, remarquons que :

Ainsi :

donc
Li=[nlt|-Injt+1[]]=1—-In(1 +e) +In(2)

1
5. I5:/ V1 —1t2de
0

e On pose pour u € {0, g} t = sin(u) = g(u).
La fonction g : u — sin(u) est de classe C* sur [0, g} et réalise une bijection de [0, g} vers [0, 1] et pour tout u dans
[0, g] on a ¢'(u) = cos(u).

e t = sin(u) donc dt = ¢'(u)du donc dt = cos(u)du.
e Ona:

\/1—t2:\/1—sin(u)2
° Sit:Oalorsu:Oetsit:Ialorsu:z

On a donc par changement de variables :
Is = /0 1 — sin(u)? cos(u)du.
Ainsi :
I; = /0% V/cos(u)? cos(u)du
= /’2' | cos(u)| cos(u)du

0

™

_ /O ? (cos(u))2du

Or cos(2u) = cos(u)? — sin(u)? = cos(u)? — (1 — cos(u)?) = 2cos(u)® — 1 donc

1 2
cos(u)? = M_
2
Ainsi . .
2 1+ cos(2u) w  sin(2u)]? 7  sin(nm) v
I = du= |2 =z —0="1.
5 /0 2 “ [2 T |, "1 1

6 Exercice 6

C'est la méme stratégie pour les trois intégrales : étudier le signe de |'expression située a l'intérieur de la valeur absolue puis
utiliser la relation de Chasles pour écrire |'intégrale a calculer comme somme d'intégrales ne contenant plus de valeur absolue.

5
1. 11:/ tt* —1|dt
0

Voici le signe de t* — 1 = (t — 1)(t + 1) pour t € [0;5] :

t 0 1 5

2 -1

Lycée Charles de Gaulle, Caen 9/18 (© M. Fontaine
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Par conséquent :

"5

tufﬁ&+/t@7nm

|:t2 t4:|1 |:t4 t2:|5
12 4], 4 2,
_1 o162 25 11
2 4 4 2 2
5T

4

2
2. Ig:/ |2® — 2% + 2 — 1|d=
0

Posons P(z) = x® — 2® + = — 1. Il est clair que 1 est racine évidente de P donc P(x) est factorisable par (z — 1).
On trouve (en effectuant une division euclidienne ou par identification)

P(z) = (z — 1)(z* +1)

Or 2% + 1 > 0 pour tout = € R donc P(x) est du signe de (z — 1) :

x 0 1 2

22—’ 4r—1 - 0 +

Par conséquent :
1 2
I :/ (fx3+x27x+1)d:17+/ (23 — 2 + 2 —1)da
0 1

.TJ4 EE3 EEQ ! £E4 EE3 EEQ 2
P—+———+4%{———+——4
0 3 1

43 2 4 2
SIS IR I S S
43 2 3 43 2
5
2
5
t—1
3. = —————dt
s LA|#—2ﬂ+1
Voici le signe de t* — 2t = t(t — 2) pour t € [0;5] :
t 0 2 5
t 0+
t—2 - 0+
t? — 2t 0o - 0

Par conséquent :

2 5
t—1 t—1
L= ————at i
3 A;ﬁ+%+1 +LtLQHJ

1 1 °
{§m|ﬁ+2t+ﬂyf+[§mﬁ2%+lq

2
1

:070+§1n(16)70

=2In(2)
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ECG1, mathématiques Correction du TD 15 Chapitre 15
7 Exercice 7
1. (a) La fonction f est de la forme In(u) avec u(z) = x4+ v/ 22 + 2. On a d'une part :
o () N 2x 14" \/ac2 24z
2v/x2 + 2 vV + vV +
/
1
et donc f'(x) = 1;((5; =u'(x) x o) :
, Vaz+ 242 1 1
(@) = X = :
2 +2 r+ V2 +2 Va2 +2
(b) D'apres ce qui précéde :
1 1
1 1
I:/ 7d:p:/ fl(x)dx = [f(z
0 \/m 0 ( ) [ ( )]0
donc )
I= {m (z +/22 2)} =In(1++3) — In(v2)
0
2. (a) Par linéarité de I'intégrale, on a successivement :
! x2 1 1
J+2]z/ 7dx+2/ ———dx
0o VxZ+2 0o VxZ+2
! x2 ! 2
/0 Va? + 0 V2 +2
1?4 2
Va2 12
/ \/z2+2><\/z2+2
dz
VaZ 42
= / Va2 + 2dx
0
1 1
) K:/ \/x2+2dx:/ 1 x Va2 + 2dz.
0 0
u'(z) =1 u(z) =z
Posons alors .
v(z) = Va2 +2 V() = 7553
Les fonctions u et v sont de classe C' sur [0;1] donc par intégration par parties :
1
K= / o' (z)v(z)d
0
1
= [u(z)v(z)], —/ u(z)v (z)dx
0
1 1 T
= x\/x2+2} - X ———dx
[ 0 Vaz +2
1
— V3 / A
0o VaZ+2
=V3-J
(c) Les réels J et K vérifient donc le systéme :
K—J=2I
K+J=13
Ly + Lo donne 2K = 21 + /3.
Lo — Ly donne 2J = /3 — 21I.
Lycée Charles de Gaulle, Caen 11/18 (© M. Fontaine



ECG1, mathématiques Correction du TD 15 Chapitre 15

Sachant que I = In(1 + v/3) — In(v/2), on a donc :

K = ? +1In(1 4+ V3) — In(v2)
et

J = ? —In(1+V3) + In(v2)

8 Exercice 8

Soit a > 0. Posons J,

I
‘“\p
TlE
=+ =

T L=

o,

8

e on pose t = 1 = u(x) donc

. 1 1 1
La fonction u : = — % est de classe C! sur [—;a] ou [a; —} car a > 0 et pour tout x dans {—;a} ou {a; —] on a
a a a a

u'(z) = -5
e dt = u/(z)dz = —Ldz = —t*dz donc dz = —%.
e Ona

n(z) _ W(3) _ —In()
L+a? 4 (17 143

. six:%alorst:aetsix:aalorst:é
donc par changement de variable :

1 1
a —1In(t) de a In(t) @ 1In(t)
W= _a at = — at
/ /a 1+L P /a 241 A 1+

c'est a dire J, = —J, donc 2J, = 0 et par conséquent J, = 0.

9 Exercice 9

Pour tout n € N, on pose : I, = / (In(z))"dz.
1
1. La fonction  — (In(x))" est continue sur R’ donc en particulier sur [1;e] donc l'intégrale I,, existe.
2. I :/ lde=[z]{=e—1let] :/ In(z)dx.
1 1
Pour calculer I : IPP, cf Exemple 16.9 du cours.
D'ou :
I =[zln(z) —z]] =e—e—(-1)=1

3. Soit n dans N. Par linéarité de I'intégrale :
e

x))"de — / (In(z))"dx
1

)" — (In(z))") dz

n+1_l -

() —1)dz

I
H\H\H\

Or, z € [1;¢] donc > 1 donc In(z) > 0 et (In(z))™ > 0. De plus, z < e donc In(z) < In(e) donc In(z) —1 < 0 et
finalement (In(z))" (In(xz) — 1) < 0 avec 1 < e donc par positivité de I'intégrale, on obtient :

/16(111(1;))” (In(z) —1)dx <0

ie. Iny1 — I, <0, ce qui prouve que la suite (I,,) est décroissante. D'autre part, on a montré que pour tout x € [1;e], on
a (In(x))™ > 0 avec 1 < e donc par positivité de I'intégrale, on obtient :

A?m@ﬁmx>o

i.e. I, > 0. Ainsi, la suite (I,,) est décroissante et minorée par 0, donc d’'aprés le théoréme de convergence monotone, elle
converge. Soit £ sa limite.
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10

4. Pour montrer cette relation, nous allons effectuer une intégration par parties sur I'intégrale I,,41.

u'(z) =1

v(@) = (In(a))"™*!

Soit n dans N. Posons

u(z) =x
alors 1
v'(z)=(n+1)x —x (In(z))™

Les fonctions u et v sont de classe C! sur [1; €] donc par intégration par parties :
Iny1 = /1e o (z)v(z)d
~ fu(a)ola); - [ ule)v/(@)da
= [:p(ln(x))"“ﬁ — /lez X (n+1) x é X (In(z))"dx
=e—0—(n+1) /e(ln(z))"dx
1

ie. Inyi=e—(n+1)I,.

. Soit n dans N. On sait que pour tout m € N on a I, > 0 donc en particulier I,,;1 > 0 et donc d'aprés la question

précédente, e — (n + 1)1, > 0 ce qui s'écrit
(n+ 1), <e.

En divisant par n + 1 > 0, on obtient

0< In < 355
Or, lim 0=0et lim —%5 = 0 donc le théoréme d'encadrement s'applique et permet de conclure que lim I, =0
n—+00 n——4oo Mt n—-+o0o
ie. £=0.

Exercice 10

. Soit € [0,1] alors : 0 < 2™ < 1 donc 1< 1+ a™ < 2. Par décroissance de la fonction inverse, on a donc :

Comme z™ >0,0na:

Par croissance de I'intégrale sur [0, 1], on obtient donc :

1t 1
—/ z"dx < I, < / z"dzx.
2 Jo 0

2 1
<, < .
n+1 n+1

n—+

! 1
Or / z"dx = donc :
0 1

1 . '
Comme lim =0, on en déduit avec le théoréme d’encadrement que (I,,), converge vers 0.

= lim
n—stoon+1 notoon+1

1 1 n_ .m 1
/ 1 dx:/ 1jL$7xd$:/ 1-— 1 dx

donc par linéarité de l'intégrale, on a :

.Ona:

|
/ de=1-1,.
o l4+am

1

Ainsi :

lim de= lim 1-1,=1.
n—+oo J 1+ n—-+oo
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3.(a) SoitneN,ona:

1 n 1 n—1
Jn = nl, :/ na dx:/xxnz dzx
o 1L+am 0 14+ 2m

o' (z) = u(z) = In(1 + z™)
Posons (@) 1+2™ alors

v(z) == v'(z) =

Les fonctions u et v sont de classe C' sur [0;1] donc par intégration par parties :
1
nd, = [zIn(1+ x”)](l) — / 1 xIn(l+2z")dx
0
1
=1n(2) — / In(1 + 2"™)dz.
0

(b) Posons pour z € Ry, f(x) =1In(1+ ). La fonction & — 1 4 x est continue et dérivable sur R et a valeurs dans R”,
la fonction x +— In(z) est continue et dérivable sur R, donc par composée f est continue et dérivable sur R,. On a

pour tout x € R,
1
() —
@) =1

Comme z € Ry, 1 < 1+ x et donc par décroissance de la fonction inverse, on a :

0< f'(z) < 1.
Soit t € Ry, d'aprés I'inégalité des accroissement finis appliquée sur [0, ¢], on obtient :

0t =0) < f(t) = f(0) < 1(t - 0)

0<In(14+1¢) <t
(c) Soit x € ]0,1], on a alors ™ > 0 et donc d'aprés |'inégalité montrée a la question précédente, on a :
0<In(l+2") <"

donc par croissance de l'intégrale on a :

1 1
0< / In(1+ 2™)dx < / x"dzx.
0 0

Ainsi
! 1
0< / In(1+2™)dx < .
0 n+1
On a donc : )
1
>— [ In(1+2z")dz > —
0 /0 n(l+2")dx e
et donc
! 1
In(2) >In(2) — [ In(1+2z")dz >1 -
0(2) > n(2) - [ In1 +a")de > n2) - —
ie. 1
In(2) — < J, < In(2).
n(2) = 7 S Ja < In(2)
1
Comme lim In(2)— = lim In(2) =1In(2), on en déduit avec le théoréme d’encadrement que (J,,) converge
n—-+oo n+ 1 n—-+oo
vers In(2).
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11 Exercice 11

Pour tout n € N*, on considére les intégrales :

1 n

1
In:/o J:"ln(1+x2)dx et Jn:/o li—szx

1

1
x 1 1
1. = ——dz = |=1In(1 2 = —In(2).
@ 7= | s [2n< +w>]0 S n(2)

(b) Soit x dans [0;1]. On a:

1

0<z<1l <= 0°<2”<1® = 1<1+2°<2 < 1> e
X

=

2

—
N | —

n

1 1 B n H x n H
Or 3 > 0, alors 0 < 7 <1 donc en multipliant par 2" > 0, on obtient 0 < > < 2" et puisque 0 < 1, par

14+x
1 1 " 1
/deg/ —deg/ z"dz
0 0 1+IE 0

1 1 1 1 1
Or / Odz =0 et / z"dx = 2"t = —— Ainsi:
0 0 n+1 0 n—|—1

croissance de l'intégrale :

1
0<dns n+1
(c) Puisque lim 0=0et lim —i- =0, le théoréme d'encadrement s'applique et on peut conclure que lim .J,, = 0.
n—-+o0o n—-+oo n+l n—-+0oo
o o (z) = 2" u(z) = f::ll
2. (a) Intégrons par parties |'intégrale I,,. Posons alors
v(x) = In(1 + 2?) V' (z) = 1?&2

Les fonctions u et v sont de classe C* sur [0; 1] donc par intégration par parties :

In/o o' (x)v(z)dx
= [u(z)v(z)], —/0 w(x)v' (z)dx

gt ! b gntl 2x
= In(1 H - ——d
{n+1n( +x)}0 /0 n+1xl+z2 *

In(2 2 [h oant?
= n()_ / x dzx
n+1l n+1J, 1422

~ In(2) 2
Tn+l n41"t?

(b) D'apres la question 1.(b) on sait que nEIfoo Jn, = 0 donc ngr_{loo Jpt2 = 0. De plus  lim

n—+oon + 1
. : . In(2) o .
lim Jnt2 = 0. Enfin, on a  lim = 0d'ou facilement lim I, = 0.
n—+oo n + 1 n—+4o00 N + n—+4o0o

12 Exercice 13

= 0 donc par produit

1. Non corrigé

2. Soit n dans N*. Posons S,, =
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Posons f(x) = v/x pour x € [0;1]. Alors

Chapitre 15

k1, (k
L= — E \/j == E f <_)
n n on n
k=1 k=1
le cours, la suite (S,,) converge et :

On reconnait une somme de Riemann. La fonction f est continue sur [0;1] (c’est une fonction de référence) donc d'aprés
Or:

lim S, =

dim /01f(t>dt /01 Vidt
/le/fdtz/olt%dtz ltjl

donc finalement

2
3| T3
2
lim S, = -
n—-+oo
3. Soit n dans N*. Posons S,, = ; SRR Ona:
k? n2 x k& 1 (%)2
= - = — X —
nd kS 3 (14 K) no g (k)
22
Posons f(z) = o8 pour z € [0;1]. Alors :
2
1~ (&) 1 o« (k)
S, =~ e Y i
n Z 11+ ( ) n kz:; n
On reconnait une somme de Riemann. La fonction rationnelle f est définie et continue sur [0;1] car 1 + 2~ # 0 si z € [0;1]
donc d’aprés le cours, la suite (S,,) converge et :
1 142
1' = = _—
RS /0 f#)at /0 Tyt
Or:
Lo 101
de In|l+¢ = —1In(2
| e [l = gme
donc finalement : )
4. Non corrigé
5. Soit n dans N*. Posons S,, =
Z T v/n(n+ k)
1 1 1 1
= ==X
Vn(n +k) \/ 14+ 7 14+ k
1
Posons f(x) = —— pour = € [0;1]. Alors
@) = <= pour z € i1

1 1
Sy =~
TL

k
her i’ (%)
=14/1+ % k=1
la suite (S,,) converge et :

On reconnait une somme de Riemann. La fonction f est continue sur [0; 1] (car 1+ > 0 sur [0;1]) donc d’aprés le cours

1 1
1
li S, = t)dt = —dt
nﬂufoo /0 f() /0 V1+t
Or:
[ 7
0
donc finalement :

Vi [2VI+1],=2v2-2

lim S, =2v2—2.
n—-+o0o
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13 Exercice 14

T Gt
Pour tout « > 0, on pose ¢(z) = /  at.
1

ol
1. La fonction ¢ est du type ¢(x / f(t)dt avec g = 1 et f(t) = 7 . Pour montrer qu’elle est de classe C! sur R%,

appliquons la Proposition 16.16 du cours. La fonction f est continue sur R* comme quotient de fonctions continues dont
le dénominateur ne s'annule pas. Ainsi la fonction ¢ est de classe C! sur R* On a pourz € R} :

eJ)
¢ (r) = —
X

e” o . . .
Or pour z € R}, — > 0, ainsi ¢’(x) > 0 et la fonction ¢ est strictement croissante sur R’}
X

On remarque que ¢’ est dérivable sur R’ comme quotient de fonctions dérivables avec le dénominateur qui ne s'annule pas
sur R On peut alors calculer ¢ pour étudier la convexité de ¢. On a pour z € R :

e*xzr—e*x1 e'(xz—1)
1"
¢"(x) = = =—3

X

. . e . .
Etudions alors le signe de ¢”. On a pour tout # € R}, — > 0 donc le signe de " dépend du signe de 2 — 1. On a alors :
X

') >0 = 2-1>0 < z>1.

Ainsi ¢ est concave sur ]0; 1] et convexe sur [1;+o00[. De plus, ¢(1) = 0 et ¢ change de signe en 1 donc 1 est un point
d'inflexion de .

2. On a les équivalences suivantes :

1
t>0 < e > «— > cart > 0.

t
. e 1
On a en particulier, pour t > 0, n > n

Par croissance de I'intégrale, on en déduit que pour = < 1 : (on doit prendre 2 < 1 car aprés on le fait tendre vers 07)

1 .t 1 1

St > / Zdt,

T .t xT 1

- / Sat>— / Zdt

1t 1t
x .t xT 1

/ Sat< / Zdt
1t 1t

Or/ %dﬁ = [In(¢)]] = In(z) — In(1) = In(z). Ainsi pour z <1, on a :
1

/ —dt < In(x).
L1

Or lim In(z) = —oo donc par croissance comparée, on obtient :
z—0t

c'est-a-dire

donc

lim p(z) = —oc0.

z—0t

. _ 2 2 2
3. Montrer l'inégalité e’ > — revient a montrer que e’ — 3 > 0. Posons f(t) = e’ — 5 et montrons que f(t) > 0 pour ¢ > 0.
La fonction f est dérivable sur R, et on a :

fl(t) =e' —t.

Or, (astuce!), la fonction exponentielle est convexe sur R donc elle est au-dessus de ses tangentes en tout point. En
particulier, elle est au-dessus de sa tangente en 0. Or sa tangente en 0 a pour équation iy = e (t — 0) +e” =t + 1. Ainsi
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pour tout t € R, e’ > ¢ + 1, en particulier e’ —¢ > 1 > 0. Ainsi f/(t) > 0 et la fonction f est strictement croissante sur
Ry, or f(0) =1 donc pour tout ¢t > 0, f(t) > 0. Soit pour t > 0,

2
et > t—
2
On en déduit donc que pour t > 0,
et - t
t =2
Par croissance de I'intégrale, on en déduit que pour x > 1 : (on doit prendre 2 > 1 car apreés on le fait tendre vers +00)

x t Ty
/ Cat 2/ Sat
1 t 1 2

T 277 2 1
or/ —dt = |— :z—f—.Ainsi pour z > 1,
12 1 4 4

4
|
> — — —.
2
. T 1 L . P
Comme lim — — = = 400, on en déduit par croissance comparée que
z—+o0 4 4

lim ¢(x) = 4o0.

T—r+00

2

1

De l'inégalité pour z > 1, p(x) > % vt on en déduit que pour x > 1 :
pla) cx 1
RS

x ~ 4 4dx
. xT .
Or lim — — — = +o00 donc par croissance comparée :
z—+o0 4 4x

lim @ = +400.

T—r+00 X

On en déduit que la courbe C, de ¢ posséde une branche parabolique de direction 0y au voisinage de +oc.

4. Allure de la courbe représentative de (.
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