ECG1, Mathématiques Feuille n° 13 : Dérivabilité Chapitre 13
Exercice 6 (¢)
Montrer que la fonction f définie sur ]0, 1] par f(z) = exp <
Dériva bl I ité est prolongeable par continuité en 0 et en 1. Etudier sur [0, 1]
la dérivabilité de ce prolongement.
Exercice 7 (&)
Soit f la fonction définie sur R par :
Exercice 1 (&) Fa) = et —1
. z 41
Soit f la fonction définie par morceaux et
1. Justifier que la fonction f est de classe C! sur R et
R — . R . expliciter f’.
I T — v szl 2. Dresser le tableau de variations de f.

3ln(z)+1 si z>1

1. Montrer que f est continue en 1.
2. Etudier la dérivabilité de f en 1.

Exercice 2 (&)

Soit f la fonction définie par morceaux
R — R

f: N e’ si <0

224+1 si >0

1. Montrer que f est continue en 0.
2. Etudier la dérivabilité de f en 0.

Exercice 3 (&)

Etudier la continuité et la dérivabilité de la fonction f définie
sur R par :

f(x) = 2%~ al.

Exercice 4 (&)

Pour quelle(s) valeur(s) a € R, la fonction suivante est-elle
dérivable en 07

R — R
I . x si <0
. sin(az) si x>0

Exercice 5 (&)

Aprés avoir étudié la dérivabilité des fonctions suivantes, cal-
culer leur fonction dérivée :

B sin(x)
6. /(z) = (cos(zx) + 2)4
7. g(z) = In(e” + cos?(x))

Exercice 8 (&)

Trouver tous les extrema locaux du polyndme défini par :

f(z) =2 +42® + 62° + 8z + 1.

Exercice 9 (&)

Soit f la fonction définie sur R’} par :

f(z) =zn(z).

1. Etudier les variations de f.

1
2. En déduire que f réalise une bijection de [—; 400 [ sur
e

un intervalle a préciser.

3. Sur quel intervalle f~! est-elle dérivable ?

4. Calculer (f~1)'(0). Calculer f(e) et f(e?) et en déduire
(f71)'(e) et (f71)"(2¢%).

Exercice 10 (V)

Soit f la fonction définie sur | — 1; +oo[ par

| =100 — R
[ g-ll+z) si z#0

T — T
0 si =0

1. Montrer que la fonction f est continue sur
] —1; +o0l.

2. Montrer que la fonction f est de classe C* sur | —1;0]
et sur |0; +o00[, et expliciter sa dérivée.

3. Montrer que f est de classe C* sur ] — 1; +o0].
On pourra admettre que

In(1 — -1
o n(l4+z)—z -1

i 5
z—0 T 2

4. Déterminer |'équation de la tangente a la courbe de f
au point d’abscisse 0.

5. Etudier la fonction g définie par
glz)=1+z)In(l+2z) —=

sur |—1; +oo], et étudier ensuite |'existence de tangente
horizontale pour f.
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6. Dresser le tableau de variations de f sur
] =15 +o0l.

7. Déterminer la nature des branches asymptotiques de f
en —1 et en 400, puis tracer la courbe de f.

Exercice 11 (¥)
On définit I'application f : R* — R par :

Ve € R*, f(x) = arctan(z) + arctan <l>
x

1. Déterminer zgr}rloof(x) et xEIPoo f(x).

2. Montrer que I'application f est constante sur ]0, +00]
et sur | — o0, 0].

3. En déduire que : Vx € RY, f(z)
z e RY, f(x) T

™
5 et pour tout

5

Exercice 12 (#)

Simplifier I'expression suivante sur ]0; +00]

@) + 1 + T +arct r—1
= arctan | — | —arctan rctan .
T arcta 572 arcta o arcta .

Exercice 13 (V)

Etablir les inégalités suivantes :

1. Vz €] — 1;400], li <In(l+42) <z,
T
T
—— < arctan(z) <,

2. Vz >0,
1+

Exercice 14 (&)

Montrer que pour tout x € Ry, on a:

1
|\/2+x72}§2—\/§|x72|.

Exercice 15 (&)

Soit f : [a;b] — R une fonction dérivable s'annulant en a et
b.
1. Soit & € R. Montrer qu'il existe ¢ €]a;b[ tel que
f'(e) +af(e) = 0.
2. Montrer qu'il existe ¢ €]a; b tel que f'(c)+cf(c) =0

Exercice 16 (&)

Soit f : [a,b] — R une application continue sur [a, ] et déri-
vable sur ]a, b[ telle que e *f(a) = e °f(b).
Montrer qu'il existe ¢ €]a, b[ tel que f'(c) = f(c).

Exercice 17 (¥)

Montrer que si une fonction polynéme f de degré n admet n
racines réelles distinctes alors f/ admet n—1 racines distinctes.

Exercice 18 (V)

1. Soit k € N\ {0;1}. En appliquant I'inégalité des ac-
croissements finis sur [k — 1; k] a la fonction f définie

par f(z)

-1
—, montrer que
T

2. En déduire que, pour tout entier n > 2
"1
o5 < ) - £(1).
k=2

3. Soit (Sy) la suite définie pour tout entier n > 1 par

n
1 .
S, = Z =k Montrer que (S;,) est croissante et ma-
_ k=1
Jorée.

4. En déduire que la suite (S,,) converge.

Exercice 19 (&)

A I'aide du théoréme des accroissements finis, déterminer

lim
Tr—r+00

((m + 1)ew7i1 - xei) .

Exercice 20 (V)

On consideére la fonction f définie sur | — 1; 4+00[ par

flx) = gln(:r +1).

1. Etudier les variations de f sur ] — 1; +ocl.

2. Montrer que I'équation f(z) = x admet une unique
solution av dans [1;2]. On rappelle que 7 < e < 8.

3. On pose ug =3 et Vn € N : upy1 = f(uy,). Montrer
que pour tout entier n > 0, u, > «.

4. Montrer que Vx € [1;400[, 0 < f'(z) < %

5. Montrer que pour tout entier naturel n, on a :
0<upp1 —a< Z(unfoz).
6. Montrer que pour tout entier n € N :

3 n
OSun—ag(Z) (ug — ).

7. En déduire la convergence de la suite (uy,)nen.

& Qui s’y frotte s'y pique!
® Calculatoire, risque de
rester sur le carreau!

& Du tréfle A brouter...
¥ A connaitre par coeur.
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