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1 Exercice 3

• Tout d’abord, on a clairement F ⊂ M3,1(R).

• On a :





0
0
0



 ∈ F car 2× 0− 5× 0 + 0 = 0 et 0 + 0 = 0. Ainsi F 6= ∅.

• Soient X =





x1

x2

x3



 ∈ F , Y =





y1
y2
y3



 ∈ F et λ ∈ R, montrons que λX + Y ∈ F .

Tout d’abord, on a :

λX + Y =





λx1 + y1
λx2 + y2
λx3 + y3



 ∈ F

Calculons ensuite :

2(λx1 + y1)− 5(λx2 + y2) + λx3 + y3 = λ(2x1 − 5x2 + x3) + 2y1 − 5y2 + y3

= λ× 0 + 0 car (X,Y ) ∈ F 2

= 0

Ainsi λX + Y ∈ F

On peut donc en conclure que F est un sous-espaces vectoriel de M3,1(R).

2 Exercice 5

Soit (a, b) ∈ R
2, notons F l’ensemble des polynômes réels admettant a et b comme racine, on peut écrire :

F = {P ∈ R2[x] | P (a) = P (b) = 0}

Montrons que F est un sev de R2[x].
• On a clairement F ⊂ R2[x].
• Tous les réels étant racines du polynôme nul, il appartient à F et F 6= ∅.
• Soient (P,Q) ∈ F 2 et λ ∈ R, montrons que λP +Q ∈ F . On a, comme P (a) = P (b) = Q(a) = Q(b) = 0) :

(λP +Q)(a) = λP (a) +Q(a) = λ× 0 + 0× = 0

et

(λP +Q)(b) = λP (b) +Q(b) = λ× 0 + 0× = 0

Ainsi λP +Q ∈ F

On peut donc en conclure que F est un sous-espaces vectoriel de R2[x].

3 Exercice 6

1. Montrons que F est un sous-espace vectoriel de R
3.

• On a clairement F ⊂ R
3

• Comme 0 + 0− 0 = 0, on a : (0, 0, 0) ∈ F et F 6= ∅
• Soient X1 = (x1, y1, z1) ∈ F et X2 = (x2, y2, z2) ∈ F et λ ∈ R, montrons que λX1 +X2 ∈ F .

Tout d’abord, on a :

λX1 +X2 = (λx1 + x2, λy1 + y2, λz1 + z2)

et donc :

λx1 + x2 + λy1 + y2 − (λz1 + z2) = λ(x1 + y1 − z1) + x2 + y2 − z2 = λ× 0 + 0 = 0

car (X1, X2) ∈ F 2. Ainsi λX1 +X2 ∈ F

On peut donc en conclure que F est un sous-espaces vectoriel de R
3.

Montrons que G est un sous-espace vectoriel de R
3. On remarque G peut s’écrire :

G = {(a, a, a) + (−b, b,−3b) ∈ R
3 | (a, b) ∈ R

2} = {a(1, 1, 1) + b(−1, 1,−3) ∈ R
3 | (a, b) ∈ R

2}

Ainsi G = Vect((1, 1, 1), (−1, 1,−3)). G est donc un sous-espace vectoriel de R
3.
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2. Déterminons F ∩G. Soit X ∈ F ∩G alors en particulier X ∈ G donc il existe (a, b) ∈ R
2 tel que X = (a− b, a+ b, a− 3b).

De plus X ∈ F donc on a :

a− b + a+ b− (a− 3b) = 0 i.e. a+ 3b = 0 i.e. a = −3b

Ainsi X = (−4b,−2b,−6b) ∈ Vect((−4,−2,−6)) = Vect((2, 1, 3)).

On en déduit que F ∩G ⊂ Vect((2, 1, 3)).

De plus, on a, d’une part, (2, 1, 3) ∈ F donc Vect((2, 1, 3)) ⊂ F . On a d’autre part, (2, 1, 3) =
3

2
(1, 1, 1)−

1

2
(−1, 1,−3) ∈ G

donc Vect((2, 1, 3)) ⊂ G. On en déduit que Vect((2, 1, 3)) ⊂ F ∩G.

En conclusion, F ∩G = Vect((2, 1, 3)).

F ∩G étant un espace engendré par un vecteur de R
3 c’est un sous-espace vectoriel de R

3.

4 Exercice 8

Montrons que F est un sous-espace vectoriel de R
N.

• On a clairement F ⊂ R
N.

• La suite nulle appartient bien à F car si pour tout n ∈ N, un = 0 on a clairement pour tout n ∈ N, 0 = n × +0. Ainsi

F 6= ∅.
• Soient ((un)n∈N, (vn)n∈N) ∈ F 2 et λ ∈ R, montrons que λ(un)n∈N + (vn)n∈N ∈ F . Soit n ∈ N, on a :

λun+2 + vn+2 = λ(nun+1 + un) + nvn+1 + vn car ((un)n∈N, (vn)n∈N) ∈ F 2

= n(λun+1 + vn+1) + λun + vn

Ainsi λ(un)n∈N + (vn)n∈N ∈ F .

On peut donc en conclure que F est un sous-espaces vectoriel de R
N.

5 Exercice 9

1. Soit A ∈ M3(R). On peut écrire : F = {M ∈ M3(R) | AM = MA}. Montrons que F est un sous-espace vectoriel de

M3(R).
• On a clairement F ⊂ M3(R)
• On a : 03 ×A = A× 03 donc 03 ∈ F et F 6= ∅
• Soient (M1,M 2) ∈ F 2 et λ ∈ R, montrons que λM1 +M2 ∈ F . Comme M1 et M2 commutent avec A, on a :

A(λM1 +M2) = λAM1 +AM2 = λM1A+M2A = (λM1 +M2)A

Ainsi λM1 +M2 ∈ F

On peut donc en conclure que F est un sous-espaces vectoriel de M3(R).

2. On peut écrire G = {M ∈ M3(R) |
tM = M}, montrons que G est un sous-espace vectoriel de M3(R).

• On a clairement G ⊂ M3(R)
• La matrice nulle est symétrique donc G 6= ∅
• Soient (M1,M2) ∈ G2 et λ ∈ R, montrons que (λM1 +M2) ∈ G. Comme M1 et M2 sont symétriques, on a :

t(λM1 +M2) = λtM1 +
tM2 = λM1 +M2

Ainsi λM1 +M2 ∈ G.

On peut donc en conclure que G est un sous-espaces vectoriel de M3(R).

3. La matrice nulle n’est pas inversible donc 03 ∈ H donc H ne peut pas être un sous-espace vectoriel de M3(R).

6 Exercice 15

1. Notons A la matrice A =





−5 −5 −4
−6 −4 −4
12 10 9



. Montrons que E est un sous-espace vectoriel de M3,1(R). On a :

• On a clairement E ⊂ M3,1(R).

Lycée Charles de Gaulle, Caen 3/5 © M. Fontaine



ECG1, mathématiques Correction du TD 12 : Introduction aux espaces vectoriels Chapitre 12

• La matrice colonne nulle vérifie A





0
0
0



 =





0
0
0



 donc appartient à E et E 6= ∅.

• Soient (X1, X2) ∈ E2 et λ ∈ R, montrons que λX1 +X2 ∈ E. Comme (X1, X2) ∈ F 2, on a :

A(λX1 +X2) = λAX1 +AX2 = λX1 +X2

ainsi λX1 +X2 ∈ E.
On peut en conclure que E est un sev de M3,1(R).

2. On a les équivalences suivantes :




x

y

z



 ∈ E ⇐⇒ A





x

y

z



 =





x

y

z



 ⇐⇒





−5x− 5y − 4z
−6x− 4y − 4z
12x+ 10y + 9z



 =





x

y

z



 ⇐⇒







−6x − 5y − 4z = 0
−6x − 5y − 4z = 0
12x + 10y + 8z = 0

On remarque dans le système linéaire que L3 = −2L1 = −2L2, ainsi :




x

y

z



 ∈ E ⇐⇒ 6x+ 5y + 4z = 0

3. La CNS déterminée à la question précédente va nous permettre d’exhiber une famille génératrice. On peut écrire que :

E =











x

y

z



 ∈ M3,1(R) | 6x+ 5y + 4z = 0







=











x

y

z



 ∈ M3,1(R) | x = −
5

6
y −

2

3
z







E =

















−
5

6
y −

2

3
y

y

z






∈ M3,1(R) | (y, z) ∈ R

2











=

















−
5

6
y

y

0






+







−
2

3
z

0
z






| (y, z) ∈ R

2











E = Vect













−
5

6
1
0






,







−
2

3
0
1













La famille













−
5

6
1
0






,







−
2

3
0
1












est donc une famille génératrice de E.

4. La famille génératrice de E :













−
5

6
1
0






,







−
2

3
0
1












est libre car composée de deux vecteurs non colinéaires, c’est donc une

base de E.

7 Exercice 20

1. On peut écrire que :

F =











a

2a
−3a



+





b

2b
−3b



 | (a, b) ∈ R
2







= Vect









1
2
−3



 ,





1
2
−3







 = Vect









1
2
−3









Ainsi F est un sous-espace vectoriel de M3,1(R). La famille









1
2
−3







 est génératrice de F et elle est libre car composée

d’un unique vecteur non nul, c’est donc une base de F .

2. On peut écrire que :

F =























x

y

z

t









∈ M4,1(R) | z = x+ y















=























x

y

x+ y

t









| (x, y, t) ∈ R
3















=























x

0
x

0









+









0
y

y

0









+









0
0
0
t









| (x, y, t) ∈ R
3
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Ainsi F = Vect

















1
0
1
0









,









0
1
1
0









,









0
0
0
1

















et F est un sous-espace vectoriel de M4,1(R). On a également que la famille

















1
0
1
0









,









0
1
1
0









,









0
0
0
1

















est une famille génératrice de F .

Montrons qu’elle est libre. Soit (λ1, λ2, λ3) ∈ R
3 tel que λ1









1
0
1
0









+λ2









0
1
1
0









+λ3









0
0
0
1









=









0
0
0
0









. On obtient alors directement

λ1 = 0, λ2 = 0 et λ3 = 0. La famille est donc libre et elle forme une base de F .

3. On peut écrire que :

F =











x

y

z



 ∈ M3,1(R) | z = 2x et y =
1

2
(z − x) =

1

2
(2x− x) =

1

2
x







=

















x
1

2
x

2x






∈ M3,1(R) | x ∈ R











On a donc F = Vect













1
1

2
2












= Vect









2
1
4







. Ainsi F est un sous-espace vectoriel de M3,1(R).

La famille









2
1
4







 est génératrice de F et libre car composée d’un unique vecteur non nul, c’est donc une base de F .
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