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1 Exercice 3

e Tout d'abord, on a clairement F' C M3 1(R).

0
eOna: |0l €eFcar2x0-5x0+0=0et0+0=0.Ainsi F # (.
0
Z1 1
e Soient X =|zo | €eF,Y=|y2| € FetA\€R, montronsque A X +Y € F.
z3 Y3
Tout d'abord, on a :
Azt + 1
AX+Y = )\1‘2+y2 el
AT3 + Y3

Calculons ensuite :
2(Az1 +y1) — 5(Ax2 + y2) + Axg + y3 = M(221 — 52 + x3) + 2y1 — Sy2 + y3
=Ax0+0 car(X,Y)e F?
=0

Ainsi \ X +Y € F
On peut donc en conclure que F est un sous-espaces vectoriel de M3 1(R).

2 Exercice 5
Soit (a,b) € R?, notons F I'ensemble des polyndmes réels admettant a et b comme racine, on peut écrire :
F ={P eRyfz] | P(a)=P(b) =0}

Montrons que F' est un sev de Ro[z].
e On a clairement F' C Ry[z].
e Tous les réels étant racines du polynédme nul, il appartient 3 F et F # ().
e Soient (P, Q) € F? et A € R, montrons que AP + @ € F. On a, comme P(a) = P(b) = Q(a) = Q(b) = 0) :

AP+ Q)(a) =AP(a) +Q(a) =Ax0+0x =0
et
(AP + Q)(b) = AP(b) + Q(b) = A X 0+ 0x =0

Ainsi \P+Q € F
On peut donc en conclure que F est un sous-espaces vectoriel de Ra[z].

3 Exercice 6

1. Montrons que F est un sous-espace vectoriel de R3.
e On a clairement F' c R3
e Comme0+0—-0=0,0na:(0,0,0)€ FetF#0
e Soient X1 = (z1,41,21) € F et Xo = (22,y2,22) € F et A € R, montrons que AX; + X, € F.
Tout d’abord, on a :
AX + Xo = (Axy + @2, A\y1 + Y2, Az1 + 22)

et donc :
)\$1+$2+)\y1+y27()\21+22):)\($1+y1721)+$2+y272’2:>\X0+0:0

car (X1, X2) € F?. Ainsi AX; + Xy € F
On peut donc en conclure que F' est un sous-espaces vectoriel de R?.

Montrons que G est un sous-espace vectoriel de R®. On remarque G peut s'écrire :
G = {(a,a,a) + (=b,b,—3b) € R?* | (a,b) € R*} = {a(1,1,1) + b(—1,1,-3) € R? | (a,b) € R?}

Ainsi G = Vect((1,1,1),(—1,1,—3)). G est donc un sous-espace vectoriel de R?.
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2. Déterminons FNG. Soit X € F NG alors en particulier X € G donc il existe (a,b) € R? tel que X = (a —b,a+b,a— 3b).
De plus X € F doncon a:

a—b+a+b—(a—3b0)=0 ie. a+3b=0 ie a=-3b

Ainsi X = (—4b, —2b, —6b) € Vect((—4, -2, —6)) = Vect((2, 1, 3)).
On en déduit que F'NG C Vect((2,1,3)).

1
3(1,1,1)7(*1,1,73) €eq

De plus, on a, d'une part, (2,1, 3) € F donc Vect((2,1,3)) C F. On ad'autre part, (2,1,3) = 5

donc Vect((2,1,3)) C G. On en déduit que Vect((2,1,3)) C FNG.
En conclusion, FF'N G = Vect((2,1,3)).

F N G étant un espace engendré par un vecteur de R® c'est un sous-espace vectoriel de R?.

4 Exercice 8

Montrons que F est un sous-espace vectoriel de RY.
e On a clairement F C RY.
e La suite nulle appartient bien a F car si pour tout n € N, u,, = 0 on a clairement pour tout n € N, 0 = n x +0. Ainsi

F#0.

e Soient ((Un)nen, (Vn)nen) € F2 et A € R, montrons que A(ty,)nen + (Vn)nen € F. Soit n €N, on a :

AUpt2 + Vpto = )‘(nun-l-l +Up) + NUpp1 + v, car ((un)n€N7 (Un)neN) € F?
= n(AMpt1 + Vnt1) + Auy + o,

Ainsi A(“n)nGN + (Un)nGN eF.
On peut donc en conclure que F est un sous-espaces vectoriel de RY.

5 Exercice 9

1. Soit A € M3(R). On peut écrire : F = {M € M3(R) | AM = M A}. Montrons que F est un sous-espace vectoriel de
M;z(R).
e On a clairement F C M3(R)
e Ona:03xA=Ax03doncO03€ FetF #)
e Soient (My,p2) € F? et A € R, montrons que A\My + My € F. Comme M, et M2 commutent avec A, on a:

AM; + My) = NAM; + AMy = AMy A + My A = (AM, + M)A

Ainsi AM; + My € F
On peut donc en conclure que F' est un sous-espaces vectoriel de M3(R).

2. On peut écrire G = {M € M3(R) | "M = M}, montrons que G est un sous-espace vectoriel de M3(R).
e On a clairement G C M3(R)
e La matrice nulle est symétrique donc G # ()
e Soient (My, M) € G? et A € R, montrons que (AM; 4 M>) € G. Comme M; et M, sont symétriques, on a :

FOMy + M) = MMy + "My = AMy + M,

Ainsi AM; + M5 € G.
On peut donc en conclure que G est un sous-espaces vectoriel de M3(R).

3. La matrice nulle n'est pas inversible donc 03 € H donc H ne peut pas étre un sous-espace vectoriel de M3(R).

6 Exercice 15

-5 -5 —4
1. Notons A la matrice A= [ —6 —4 —4|. Montrons que E est un sous-espace vectoriel de M3 1(R). On a :
1210 9

e On a clairement E C M3 1(R).
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0 0
e La matrice colonne nulle vérifie A [ 0| = | 0 | donc appartient 3 E et E # ().
0 0

e Soient (X1, X2) € E? et X\ € R, montrons que AX; + X, € E. Comme (X1,X2) € F? ona:
AMNXT + Xo) = M X1 + AXe = 20X + X

ainsi A X, + Xy € E.
On peut en conclure que E est un sev de M3 1(R).

2. On a les équivalences suivantes :

z x T —bx — by — 4z x —6xr — by — 4z = 0
ylekbk <= Aly|l=|y| <= | br—dy—4z ]| =|y| —6xr — by — 4z = 0
z z z 122 + 10y + 92 z 122 + 10y + 8 = 0
On remarque dans le systéeme linéaire que L3 = —2L; = —2Lo, ainsi :
x
y| eEF < 6x+5y+42=0
z

3. La CNS déterminée a la question précédente va nous permettre d'exhiber une famille génératrice. On peut écrire que :

T x
) 2
E = y| e M3 1(R) |6z +5y+42=0) = Y €M371(R)|x:—gy—§z
z z
5 2 5 2
——y =y —-y —3%
E=3 O, Y lemuam®@aer =S| 2|+ § |lw)er
z 0 z
) 2
E = Vect 16 , 03
0 1
) 2
La famille 16 , 03 est donc une famille génératrice de E.
0 1
)
4. La famille génératrice de E : 16 , 03 est libre car composée de deux vecteurs non colinéaires, c'est donc une
0 1
base de F.
7 Exercice 20
1. On peut écrire que :
a b 1 1 1
F = 20 | + | 2b || (a,b) € R* } = Vect 2 |,| 2 = Vect 2
—3a —3b -3 -3 -3
1
Ainsi F' est un sous-espace vectoriel de M3 1(R). La famille 2 est génératrice de F et elle est libre car composée
-3

d’'un unique vecteur non nul, c'est donc une base de F.

2. On peut écrire que :

T T T 0 0
_ Yy _ _ (1 sl _ 0 Yy 0 3
F= . eEMyIR) |z=ax+y, = zty | (z,y,t) eR® » = . + y + 0 | (z,y,t) €R
t t 0 0 t
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1 0 0
Ainsi F' = Vect (1) , 1 , 8 et F' est un sous-espace vectoriel de My 1(R). On a également que la famille
0 0 1
1 0 0
(1) , 1 , 8 est une famille génératrice de F.
0 0 1
1 0 0 0
, . . X 0 1 0 0 . .
Montrons qu'elle est libre. Soit (A1, A2, A3) € R” tel que A 1 + A2 1 + A3 ol = 1ol On obtient alors directement
0 0 1 0
A1 =0, Ay =0 et A3 = 0. La famille est donc libre et elle forme une base de F.
3. On peut écrire que :
5” 1 1 1 P
F = y| e M3 1(R) | z=2z et y:§(z—m):§(2w—m):§m = 37 eMz;1(R) |z eR
z 2z
1 2
On a donc F' = Vect = = Vect 1] |. Ainsi F est un sous-espace vectoriel de M3 1(R).
2 4
2
La famille 1 est génératrice de F' et libre car composée d'un unique vecteur non nul, c'est donc une base de F'.
4
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