ECG1, Mathématiques

Feuille n°10 : Limites et continuité

Chapitre 10

Limites et continuité

Exercice 1 (&)

Calculer les limites suivantes (on distinguera éventuellement
les limites a gauche et a droite) :
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Exercice 2 (&)

A l'aide d'un changement de variable, déterminer les limites
suivantes :
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Exercice 3 (&)

Déterminer les limites suivantes (on distinguera éventuelle-
ment les limites a gauche et & droite) :

1. lim 2®
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Exercice 4 (&)

La courbe ci-dessous, représentative d'une fonction f, admet
les quatre asymptotes suivantes :
e deux asymptotes horizontales d'équations respectives
y=—lety=0;
e deux asymptotes verticales d'équations respectives x =
Oetx=2.
Déterminer lim f(x), lim f(z), lim f(z),
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Exercice 5 (&)

Calculer les limites des fonctions suivantes aux bornes de leurs
intervalles de définition (que I'on aura préalablement déter-
miné) et préciser si leurs courbes représentatives admettent
des asymptotes verticales ou horizontales :

1. f(z) =2 —1In(z)
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9(2) =~ —
x? —4
3. h =
(z) —22 4+ 32 -2

Exercice 6 (V)
On consideére la fonction f définie par
f(z) =2va? + 4z + .

On note & sa courbe représentative.
1. Donner I'ensemble de définition Dy de f.

2. Déterminer les limites de f aux bornes de Dy.
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3. Montrer que € admet en +oo la droite A d'équation
y = 3z + 4 comme asymptote oblique.

4. Déterminer la position relative de €5 par rapport a A
au voisinage de +oc.

Exercice 7 (&)

Soit k un réel fixé.
On considére la fonction fi : x — V22 + 3z + k.

1. Déterminer le domaine Dy, de définition de fj.
2. Montrer que la courbe représentative I';, de fr a la
. 5 : 3 .
droite d'équation z = ——= pour axe de symétrie. En

déduire un domaine d'étude &, de la fonction.

3. Sur quel partie Ay, de & les théorémes classiques assurent-

ils que f est dérivable? Calculer f sur Aj.

4. Dresser le tableau des variations de fj sur &. Préciser
les tangentes horizontales éventuelles.

5. Calculer la limite de fi(x)—a lorsque x tend vers +oo.

6. En déduire qu'il existe un réel a tel que fi(z) — (x+a)
tend vers 0 lorsque z tend vers +o00. En déduire que Ty,
posséde une asymptote dont on précisera une équation.

7. Montrer qu'il existe ¢ € R tel que pour tout = € &,

fe(z) = (z+g)2+ck.

En déduire la position de I'y, par rapport a la droite
. 3
d'équation y = = + 3
8. Tracer I'y.

Exercice 8 (&)

Etudier la continuité au point xo des fonctions suivantes :
r+1 siz<2,

Lo@o=2et flx x2—1 si x> 2.
2
i 0
2 29 =0et f(z Tref 2070
2 siz=0.
2 —x—6 .
3. xz0=3et f(x r—3 si @ # 3,
5 six = 3.
;]
T |- si x <0,
X
4 w0 =0et f(z 1~ siz=0

In(z) siz>0.
5. g = 0 et pour x €] — 1; 400,

f(fc):{ = )71;(1”) siz#0
1 siz=0.

Indication : On pourra pense au taux d’accroissement

Exercice 9 (&)

Déterminer I'ensemble de définition et de continuité des fonc-
tions suivantes, puis chercher si elles admettent un prolonge-
ment par continuité aux bornes de leur ensemble de définition.

23 +5x+6
L A@) = =59

3. fs(@) = |x—|
4 f4(m):x22 (x—32)

Exercice 10 (&)

1. Montrer que :
Vo € R 1+x<e® <1+ ze”.

et —1

xT

2. En déduire lim
x—0

T __
est-elle

3. La fonction f définie sur R* par f(x) =
prolongeable par continuité en 07

Exercice 11 (&)
Soit f définie sur R\ {—1} par :

22 —22—3
fe)=—1

La fonction f est-elle prolongeable par continuité?

Exercice 12 (¥)

Soit f la fonction définie par :

e’” siz <1
flz)y=<2 siz=1
2>+ B siz>1

Déterminer les réels A et B de sorte que la fonction f soit
continue en 1.

Exercice 13 (&)

Montrer que les équations suivantes ont au moins une solution
dans l'intervalle I :

1. In(z) =2—xsur I =[1;2].
2. 22018 _ 2019 — § qur [ = [—1;1].

3. zln(z) = 2 sur I = [2;3].

Exercice 14 (&)

Montrer que toute fonction polynomiale de degré impair s'an-
nule au moins une fois sur R.

Exercice 15 (&)

Montrer que |'équation
2> —3r4+1=0

admet au moins une solution dans I'intervalle [—1;1].
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Exercice 16 (&)

1. Soit f : [0;1] — [0;1] continue. On pose p(z) =
f(z) — .
(a) Montrer que ¢(0) > 0 et p(1) <0.
(b) En déduire qu'il existe ¢ € [0;1] tel que f(c) =c.
2. Soient f,g : [0;1] — R continues telles que f(0) <
g(0) et f(1) > g(1).
(a) On pose p(z) = f(x) — g(x). Déterminer le signe
de ©(0) et de ©(1).
(b) En déduire qu'il existe ¢ € [0;1] tel que f(c) =
g(c).

Exercice 17 (&)

Soit f une fonction continue de [0; 1] dans [0; 1]. Montrer qu'il
existe x € [0;1] tel que f(z) = x.

Exercice 18 (V)

Montrer que I'équation z?e® = 1 admet une unique solution
« dans R. Veérifier que « € [0;1].

Exercice 19 (V)

Soit f la fonction définie sur R’} par :
flx)=2—2+In(x)

1. Calculer f(1) et f(3). Que peut-on en déduire?

2. Montrer que I'équation f(z) = 0 admet une unique
solution o dans RY,..

Exercice 20 (V)

On considére la fonction f(z) = = + In(z).

1. Montrer que f réalise une bijection de R’ sur un in-
tervalle a expliciter.

2. Justifier que I'équation x + In(xz) = 2005 admet une
unique solution « sur ]0; +oo] et vérifier qu’on a I'en-
cadrement : 1997 < o < 1998.

Valeurs numériques : In(1997) ~ In(1998) ~ 7.6.

Exercice 21 (V)
On considére la fonction f(z) = /2 — In(x).

1. (a) Déterminer I'ensemble de définition Dy de f. La
fonction f est-elle continue sur Dy ?

(b) Déterminer les limites de f aux bornes de Dy.

(c) Etudier les variations de f et dresser son tableau
de variations.
2. (a) Montrer que l'intervalle [1; ¢] est stable par f, c'est
adire : Vx € [1;¢], f(z) € [1;€].
(b) Montrer que I'équation f(x) = x est équivalente a
I'équation 2% + In(x) — 2 = 0.
(c) En déduire que I'équation 2? + In(z) — 2 = 0 ne
posséde qu'une seule solution sur l'intervalle [1;¢].

Exercice 22 (V)

e —1

Soit f la fonction défini R = .

oit f la fonction définie sur R par f(x) e
1. Etudier les variations de f. On étudiera également sa

parité.
2. Montrer que f réalise une bijection de R sur un inter-
valle J a déterminer.

3. Soit y € J. Déterminer un antécédent de y par f. En
déduire I'expression de f~1.

4. Tracer dans un méme repére orthonormé les courbes
représentatives de f et de 1.

Exercice 23 (&)

1. Montrer que, pour tout n € N*, I'équation ze” = n
admet une unique solution que |'on noter z,,.

2. Etudier la limite de (2, )nen~ lorsque n tend vers +oo.

Exercice 24 (&)

Pour tout entier n supérieur ou égal 3 1, on définit la fonction
Jn par:

fo(z) =nz —e™7.

1. Montrer que I'équation f,,(x) = 0 admet une unique
solution dans R que |'on notera u,,.

2. Calculer f,,(0) et f, <l) En déduire un encadrement
n

lim .

de u,, puis calculer
n—-+o0o

3. Montrer que nu,, = e~ “" et en déduire lim nu,.
n—-+oo

Exercice 25 (#)

x—1 xz+1
1
Soit la fonctionf:xH( wl) _(m—f— ) )
o _

xT

1. Déterminer le domaine de définition de f.
2. Vérifier que f est impaire.

3. Montrer que f admet un prolongement par continuité
en -1l eten 1.

4. Etudier la limite de f en +o0.

5. Déterminer la dérivée de la fonction f.

& Du tréfle A brouter...
¥ A connaitre par coeur.

& Qui s’y frotte s'y pique!
® Calculatoire, risque de
rester sur le carreau!
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