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FEuclide

Ce chapitre est consacré a un cas particulier d’une fonction d’une variable réelle : ’étude
des fonctions polynomiales (ou fonctions polynomes). Les fonctions polynomiales sont
des fonctions de la forme x — ag + a;x + ayx” + ... + a,x". Ce chapitre a pour but de
donner le vocabulaire sur les polynémes (coefficients, degré etc) et différentes méthodes
pour factoriser des polyndomes.

8.1 Généralités sur les polynomes

8.1.1 Définitions et premiéres propriétés

Définition 8.1 On appelle polynéme (ou fonction polynémiale) toute fonction P définie
sur R de la forme:

n
Pixsax"+a, 1x" 1+ +ayx+ap= E agx
k=0

k

ou agp, ay, ...,a, sont des réels appelés coefficients du polynéme P.

Notations : On note R[x] I’ensemble de tous les polynomes a coefficients dans R. W
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Remarque : AVANT la réforme, les polynomes étaient définis avec X et non x (ce X pouvait
cacher tout réel x mais également une matrice ou d’autres choses encore...)
1l y a équivalence entre les rédactions suivantes:

1. Soit P e R[X] le polynéme P(X)=2X?-X+1. (ancien programme)
2. Soit P e R[x] le polynéme P : x +— 2x* —x+1.
3. Soit P € R[x] le polynéme défini par :¥x € R,P(x)=2x*—x+1.
Pour simplifier le passage d’une écriture a l'autre, on définit les polynomes suivants :

pour tout k € I]\I,Xk :x - xk,

Ainst, le polynéme noté 2X%2-3X +1 est le polynome x 2x%2 - 3x+1.
n

Définition 8.2 Soit P:x > a,x" +a, 1x" 1+ +ajx+ay = Zakx
k=0

K un polynoéme de

R[x].
e Sia, =0, alors le réel a,, est appelé coefficient dominant du polynéme P.
e Sia, #0, alors I'entier n est appelé le degré du polynéme P et on note deg(P) = n.

e Le polyndéme dont tous les coefficients sont nuls est appelé le polynome nul, il est
noté O[R[x]-

Remarque : Par convention, le polynome nul a pour degré —oo. Un polyndéme constant non
nul est de degré 0.

Exemple 8.1 e La fonction P : x > x> = 3x° + 2x> + x — 4 est un polynéme de degré
5 et de coefficient dominant égal a —3.

e La fonction Q: x > x> —x(x —2)? est un polynome de degré 2 et de coefficient
dominant égal a 2 .

e La fonction R : x > x> — 6xVx + 5 n’est pas un polynéme car, en particulier, son
domaine de définition est D =R, = R.

Exercice 8.1 Déterminer le degré et le coefficient dominant du polynoéme
Q:xm (2x-3)8.
On peut écrire le polynéme sous forme développée a I'aide du binéme de Newton. On

> (8 8 ~ (8
(2x-3)% = Z(k)(zx)k(—3)8—k = (8)(2x)8 + Z(k)(zx)k(—3)8—k.
k=0

k=0

a .

Ainsi Q est de degré 8 et son coefficient est égal & 28 = 256.
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Notations : On note R,[x] l’ensemble des polynomes a coefficients dans R qui sont de degré
inférieur ou égal a n.

Egalité de polynomes et identification
Deux polynoémes sont égaux si et seulement s’ils ont méme degré et si
leurs coefficients sont égaux deux a deux:

n

m
VxeR Zakxk:Zbkxk — (n=m et Vke[0;n] ar=0by)
k=0 k=0

Le théoreme précédent justifie ce qu’on appelle la méthode d’identification des coefficients
de deux polynomes égaux.

Exercice type 8.1 Soit P le polyndéme défini par:
VxeR P(x)=x*—6x3+13x*—12x+4
Montrer que P est le carré d’'un polynéme Q de degré 2 a déterminer.

On cherche un polynéme Q de degré 2 tel que P(x) = Q(x)?. Posons Q(x) = ax*+bx +c.
Calculons :

Q(x)? = (ax® + bx +¢)?
= a’x* + 2abx3 + 2acx? + b2x? + 2bex + ¢2

= a’x* + 2abx® + (2ac + b?)x? + 2bcx + c2

Pour que P = Q?, par unicité de ’écriture d’un polynome, on identifie les coefficients:

a =1
2ab =-6 a =1 a =-1
2ac+b* =13 < {b =-3oulb =3
2bc =-12 c =2 c =-2
c? =4

Ainsi P(x) = (x® = 3x + 2)% ou P(x) = (—x% + 3x— 2)%.

8.1.2 Opérations algébriques

La définition donnée dans ce cours des polynémes permet d’appliquer directement les opéra-
tions usuelles sur les fonctions.

Soient P et Q deux polyndmes et soit A un réel. Alors A-P, P+ Q et
PQ sont aussi des polynomes.

La fonction P o Q définie par (P o Q)(x) = P(Q(x)) est également un polynoéme.
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Exemple 8.2 Soit P(x)=3x%>—5x+2 et Q(x) = -7x> + x> + V2.
o P(x)+Q(x) =—7x°+4x>—5x+2+ V2.
e —5Q(x) = 35x> — 5x% = 5V2.

* P(x)Q(x)

P(x)Q(x) = 21x° + 3x* + 3V2x? + 35x% = 5x3 = 5V2x — 14x% + 2x2 + 2V2
=—21x%+38x* —19x% + (2+ 3V2)x? = 5V2x + 2V2.

Exemple 8.3 Soit les polynémes P : x — x3—5x+2, et Q: x> x>. Déterminer le

polynoéme P o Q.

Soit x € R, (P o Q)(x) = P(Q(x)) = (x*)> = 5x> + 2 = x® - 5x2 + 2.
Souvent, dans ce cas, le polynéme Q ne sera pas introduit: on regardera directement le
polynéme x +— P (x2 .

8.1.3 Propriétés du degré

Soient P et Q deux polyndémes non nuls. Alors:
e deg(A-P)=deg(P)
e deg(P+Q) < max(deg(P), deg(Q))
o deg(PQ) =deg(P) +deg(Q)

Exemple 8.4 Soient P, Q et R les polyndémes définis par:
¥xeR P(x)=x3+x%+1 et Q(x) = —x>-2x> -3 et R(x) = 2x°> - 5.

Alors (P+Q)(x) = P(x)+Q(x) = —x*>—2 est de degré 2 (additionner deux polyndmes peut
faire diminuer le degré).
D’autre part, (QR)(x) = Q(x) x R(x) = —2x° + 5x° — 4x* + 4x% +15 est de degré 5=3+2.

Remarque : Ces propriétés permettent de montrer que le polynéome Q déterminé I’Exercice-
type Ej est effectivement de degré 2 avant méme d’effectuer tout calcul.

En effet, supposons qu’il existe Q € R[x] tel que P = Q2. Alors on a :

deg(P) = deg(Q?) = 2deg(Q) et donc  deg(Q) = degz(P) =2.
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On en déduit la conséquence importante suivante:
(Intégrité) Soient P et Q deux éléments de R[x]. Alors
(PQ)(x)=0 & P(x)=0 ou Q(x)=0.
Démonstration. La réciproque est évidente, il suffit donc de vérifier le sens direct. On raisonne
par contraposée : supposons que que P = 0 et Q = 0. Par passage au degré, on en déduit que

deg(P) > 0 et deg(Q) > 0. Or deg(PQ) = deg(P) + deg(Q). Donc deg(PQ) > 0. Donc PQ) = 0,
d’ou le résultat. O

Remarque : Cette propriété d’intégrité est fausse dans l'espace des matrices, et est également
fausse dans ’espace des fonctions...

8.2 Divisibilité dans R[x]

(Division euclidienne) Soient A et B deux polynomes de R[x], avec B non
nul. Alors il existe un unique couple de polynémes (Q,R) de R[x] qui vérifient:

A=B-Q+R

avec deg(R) < deg(B). On appelle Q le quotient et R le reste de la division euclidienne
de A par B.

Exemple 8.5 On peut écrire la division euclidienne du polynéme A : x — x> +x+1 par
le polynéme B:x — x :

Ax)=x>+x+1=x(x+1)+1 = B(x)Q(x) + R(x)

le quotient est donc Q(x) =x+ 1 et le reste R(x) =1 est de degré 0 < 1.

Démonstration. Soient A et B deux polyndmes de R[x], on admet I'existence d’un couple de
polynémes (Q,R) tel que A = BQ + R avec deg(R) < deg(B). Montrons alors I'unicité d'un tel
couple.

Unicité: Supposons que (Qq,R;) et (Qj,R;) soient deux couples convenant : A = BQ; + R; et
A =BQ,+R;, avec deg(R;) < deg(B) et deg(R;) <deg(B). On trouve par soustraction :

B(Q1-Q2)=Ry-R
Par propriétés du degré, on obtient alors :

deg(B) +deg(Q; — Qy) =deg(B(Q; — Q) = deg(R, — Ry) < max(deg(R;),deg(R;)) < deg(B)
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Or le degré est a valeurs dans NU {—co}. Donc deg(Q —Q,) = -0 et Q1 = Q,. Donc R; = R;,
ce qui termine la preuve de I'unicité. O

Exemple 8.6 De maniere générale, pour effectuer une division de polynéme, on peut
poser le calcul. Si on veut par exemple diviser x*+3x3+3x+2 par x° + 1, cela donne :

o+ 38 + 3x + 2| x*+1
—x* - x? x?+3x-1
3x3 - x*2 + 3x + 2
— 3y° - 3x
- x? + 2
x? + 1
3

Le quotient est donc Q(x) = x2+3x—1 et le reste égal & 3 vérifie deg(3) =0 < 2 =deg(Q).

Exercice 8.2 Soit n€ N*. Quel est le reste de la division euclidienne de x" par x —17

On peut commencer par remarquer, en appliquant le Théoreme de la division euclidi-
enne, que nécessairement deg(R) <1 donc soit R = 0 soit R est un polynome constant.
Ainsi il existe a € R tel que R = a donc pour tout x € R,

x" = (x—1)Q(x) +a.

Evaluons cette relation pour x = 1, on a obtient : a = 1. Ainsi le reste de la division
euclidienne de x" par x —1 est égal & 1.

Définition 8.3 (Multiple, diviseur) Soit A et B deux polynomes de R[x], avec B non nul.
On dit que le polynéme B est un diviseur du polyndéme A, ou le polynéme A est un
multiple du polynéme B, lorsqu’il existe un polynéome Q de R[x] tel que

On peut également dire que B divise A.

Remarque : Autrement dit, B est un diviseur de A lorsque le reste de la division de A par B
est le polynéme nul.

Exemple 8.7 (x+1)et (x—1) sont des diviseurs de x> —1.
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Exercice 8.3 Soit n € N*. Montrer que x —1 divise x" — 1.

On effectue la division euclidienne de x" —1 par x — 1, ainsi il existe un unique couple
de polynomes Q et R tels que :

x"-1=(x-1)Q+R et deg(R)<1.
Comme deg(R) <1, il existe a € R tel que R =a. Ainsi on a pour tout x € R,
x"-1=(x-1)Q +a.
Evaluons cette relation pour x = 1, on obtient :
1"-1=0xQ+a

soit
a=0.

Ainsi pour tout x €R, x" -1 = (x—1)Q soit x—1 divise x" — 1.

8.3 Polynome dérivé

n
Soit P: x> Zakxk € R[x] . Alors P est dérivable sur R.

k=0
P’ est encore un polynéme, appelé polynome dérivé de P. C’est le polyndme défini par:

n
VxeR, P'(x)= Z{kakxk_1 = na,x" 1+ (n—-1)a,_1 x> +...+ 2a,x +ay.
k=1

Remarque :
e Lorsque deg(P) =n, avec n € N*, on a deg(P’)=n—1.
e Le polynome dérivé d’un polynome constant est le polynome nul.

o Les régles de dérivation des polyndomes sont les mémes que pour les fonctions réelles (par
exemple, (PQ) =P'Q+PQ’ etc. )
Exemple 8.8 Soit n € N*, on définit le polynéme P(x) = (x> —1)". Calculer P’.

En appliquant les regles de dérivation usuelles, on obtient :

P'(x) = nx2x(x*-1)""1.
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Dérivées successives

Par itération, on pourra considérer la ki*me dérivée du polyndéme P, pour tout k € N.
Si k =0, par convention PO = p.
Si k> 1, le polynéme dérivé d’ordre k, noté P%) | est défini par P*) = (P(k_l))

7

Exemple 8.9 Calculer les dérivées successives de P : x > xt+2x2-1.

P'(x)=4x3+4x, P”(x)=12x*>+4, P®(x)=24x, PW(x)=24, PO(x)=0.

@ Remarque : Lorsque degP =n, Yk >n, pW = ORy]

Exercice type 8.2 Calculer toutes les dérivées du polynome x > x", pour n € N fixé.

Soit n € N. Posons Q: x — x".

e Pour k>n, on a Q(k) = OR[y]-
e Calculons les premieres dérivées pour intuiter la formule. On a:
Q'(x)=nx", Q"(x)=n(n-1)x"2, Q¥(x)=n(n-1)(n-2)x"3 ..

On conjecture donc que:

k-1
QW (x) = n(n—1)...(n—(k—1))x"* = [ﬂm —j)]x"—k.

j=0
On démontre ensuite ce résultat par récurrence. On pose pour k € [1,n]:

k-1

Pk): <<QW(x)= [I_[(n —j)]x”k >>

j=0

0
Initialisation (k = 1) On a QW(x) = Q'(x) = nx"! et []_[(”—j)]xnl = nx""1.
j=0
Ainsi, P(1) est vérifiée et la propriété est initialisée.
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Hérédité Soit k € [1,n—1]. Supposons P(k) vraie et montrons que P(k + 1) est vraie.
On a Q¥ N (x) = (Q%)’(x). Or par hypothése de récurrence, on a :

k-1

Q(x) = []_[m —j)]x“".

j=0
Dérivons alors cette expression, on a:
k-1 k
QY () =|[ |- |m=tox*t =] [ [ =) |0,
j=0 j=0
Ainsi P(k+ 1) est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion La propriété étant initialisée et héréditaire, d’apres le principe de récur-
rence, P(k) est vraie pour tout k € [[1,n].
|

k-1

. n . 2 ¢

On peut remarquer que [I_[(n - ])] = W Ainsi la formule peut s’écrire:
j=0 i

n
Démonstration. Soit P € R, [x] alors P s’écrit P(x) = Za]-xj avec (ayg,...,a,) des réels.
j=0
e Commencons par montrer la formule de Taylor pour a = 0.
Soit k € [0,n], d’apres le résultat montré dans 1’Exercice-type @ et en utilisant la linéarité

de la dérivation, on obtient:
n - )
PR (x)=) a;— Ik,
].; (i -k

N k! .
Ainsi P! >(O) = aka =klaj. On a bien :

j=0

e Montrons le cas général. On se rameéne au cas précédent en introduisant le polynome
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Q(y)=P(y +a), dinconnue y =x—a :

) (0
Q k!( )yk

Qy) =

k=0

Dériver k fois la relation Q(y) = P(y + a) donne ensuite Q(k)(y) = P(k)(y +a) et en particulier
Q(k)(O) = P(k)(a). On obtient donc :

. ok) n. plk)
==y =y T o
LT |

k=0

Exemple 8.10 Soit P(x) = x>+ 3x + 5. Ecrire la formule de Taylor pour a = 1.

On a P’(x) = 2x+3,P”(x) = 2 et donc pour a = 1, on obtient:

P(x):9+?(x—1)+§(x—1)2:9+5(x—1)+(x—1)2.

8.4 Racines d'un polynome

8.4.1 Définition

I Définition 8.4 On dit que le réel a est une racine du polynéme P lorsque P(a) = 0.

Remarque :
e Le polynome nul a une infinité de racines.

e Pour trouver des racines, on peut essayer de remplacer la variable x par -1, 1, 0, etc.
St on trouve 0, alors on dit que l'on a trouvé une « racine évidente ».

Exemple 8.11 e Soit le polynéme P : x +— (x —5)(2x + 1)(8 — 2x).
Les réels 5, —% et 4 sont ses trois racines.

e Soit le polynome Q: x> x> —2x+1.
Q admet 1 pour racine évidente.

e Soit le polynoéme R: x> x* +1.
Ce polyndéme n’a pas de racine dans R car Yx € R x*+1>1>0.
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8.4.2 Racines et divisibilité

Théoreme 8.3 Soit P € R[x] et a € R. Alors a est une racine de P ssi le polynome
x —a divise P. Autrement dit, ssi il existe un polynéme Q non nul tel que pour tout
xeR, P(x)=(x—a)Q(x).

Démonstration. On montre cette équivalence par double implication.

(=) Si(x—a) divise P, il existe un polynéme Q tel que pour tout x € R, P(x) = (x — a)Q(x).
Alors en prenant x = &, on obtient: P(a)=(a—a)Q(a)=0 d’ou a est racine du polynéme de
P.

(=) Supposons a racine de P. La division euclidienne de P par (x — @) donne 'existence
d’un unique couple de polynémes (Q, R) tel que pour tout x € R,

P(x) = Q(x)(x—a) + R(x) (8.1)
avec R =0 ou deg(R) <deg(x—a)=1.

Donc R est un polyndéme constant et s’écrit R : x + c. Il nous reste alors a montrer que ¢ = 0.
Remplacons x par a dans I’égalité @ Cela donne P(a) =0+ c donc ¢ = 0. O

Exemple 8.12 1 est racine de x> —1 et donc x — 1 divise x* — 1.

Généralisation

Théoreme 8.4 Soit p e N* et ay,...,ap, p réels 2 & 2 distincts. Alors ay,...,a, sont p

racines de P ssi le polyndme x - (x —aq) (x — az)...(x— ozp) divise P.

Démonstration. La réciproque est évidente, il suffit donc de montrer le sens direct.
On suppose que ay,ay,... a, sont des racines de P, et on va montrer par récurrence que
(x—a1)(x—ay)...(x—a,) divise P. Pour cela, on pose Yk € [1,p],

H(k): «(x—ay)(x—ay)...(x—ay) divise Py.
Initialisation (k = 1) Directement vérifiée en appliquant le Théoréeme @ Ainsi H(1) est vraie.

Hérédité Soit k € [1,p—1]. On suppose que H(k) est vraie, montrons que H(k + 1) est vraie.
H(k) étant vraie, il existe A € R[x] tel que

P(x)=(x—ay)(x—ay)...(x — ay) A(x).

Comme k+1 < p, alors aj,; est racine de P et P(ag,;) = 0. Mais comme les «; sont
supposés distincts deux a deux (a1 — a1) (@1 — @2). .. (app1 —ag) # 0. Donc nécessaire-
ment A(ag,1) =0 et ag,q est racine de A. Par le Théoréme @, il existe alors C € R[x]
tel que A(x) = (x — agyq) C(x). Donc

P(x) = (x—ay) (x —az)... (x — ap) (x = A1) C(x).

Ce qui montre H(k + 1).



12 CHAPITRE 8. POLYNOMES

Conclusion La propriété étant initialisée et héréditaire, d’apres le principe de récurrence,
Vk € [1,p], H(k) est vraie. En particulier H(p) est vraie, ce qui termine la preuve.

O

Un polynéme de degré inférieur ou égal a n et qui possede au moins
n+ 1 racines distinctes est le polynéme nul.

Remarque :

e Par contraposée, tout polynome non nul de degré n admet au plus n racines.

e FEn particulier, tout polyndome qui admet une infinité de racines est le polynome nul.

Démonstration. Soit P un polynome de degré inférieur ou égal a n. Si P admet r{,7,..., 7,11
comme racines distinctes, le corollaire précédent donne I’existence d’un polynéme Q tel que:

P(x)=(x—r1)(x—12)... (x = 1,41) Q(x).
Par propriétés du degré, cela donne deg(P) = n+1+deg(Q). Comme par hypothese, deg(P) < n,
cela implique que Q =0, et donc P = 0. ]

8.4.3 Ordre de multiplicité d’une racine

Définition 8.5 Soit P € R[x] et @ € R. On dit que a est une racine d’ordre de multiplicité
keN* de P si P(a)=P'(a)=...= P* (@)= 0 et P¥(a)=0.

Remarque :
e En particulier « est racine simple de P si P(a)=0 et P'(a) %0
e a est racine double de P si P(a) =0, P’(a)=0 et P”(a) = 0.

o L’ordre de multiplicité d’une racine est inférieure au degré du polynéme.

Exemple 8.13 On considére P(x) = x* — 2x3 + 3x% — 4x+ 2. Est-ce que 1 est racine, et si
oui avec quelle multiplicité?
P(1)=1-2+3-4+2=0, donc 1 est racine. On calcule la dérivée :

P’(x) = 4x° — 6x* + 6x — 4.

P'(1)=4-6+6-4 =0, donc 1 est racine d’ordre au moins 2. On calcule la dérivée

seconde :
P”(x)=12x>-12x +6.

P”(1)=12-12+6 =62 0. Donc 1 est racine d’ordre 2 de P.
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Théoreme 8.5 Soit P e R[x], a € R, et k € N*.
Alors a est racine d’ordre k de P ssi il existe Q € R[x] tel que :

VxeR, P(x)=(x—a)Q(x)

avec Q(a) # 0. Autrement dit ssi (x —a)* divise P, mais (x— a)

k+1

ne divise plus P.

pas P.

Démonstration. Montrons I’équivalence par double inclusion.
(=) Supposons que a € R soit une racine d’ordre k de P i.e.

Remarque : En particulier, a est racine double si (x—a)? divise P mais que (x—a)® ne divise @

Pla)=P(a)=...=P*D@a)=0 et PW(a)=z0,
alors en utilisant la formule de Taylor pour P, on obtient (avec n le degré de P ): Pour tout
x€R,
P 0 :
PU)(a) . Pi)(a) . PUl(a
P)=) ——(x=ay =) —=(x-ay=(x-a)f|) —
=0 =k j=k

pU

n
en posant Q : x > Z
j=k

0 pour conclure.
(=) Soit P un polyndéme. Montrons le résultat par récurrence.

/) .
jfa)(x—a)]_k € R[x]. Il reste alors a vérifier que Q(a) =

PO(q)
k!

Soit k € N*, on pose la propriété H(k) : « si il existe Q € R[x] tel que Vx € R, P(x) = (x—a)kQ(x)

avec Q(a) = 0 alors P(a)=P'(a)=... = P* V(a)=0 et P¥)(a)=0

».

Intialisation (k =1) Si il existe Q € R[x] tel que Vx € R, P(x) = (x — a)Q(x) avec Q(a) = 0,
alors P(a) = 0. De plus, P'(x) = Q(x) + (x —a)Q’(x) donc P’(a) = Q(a) + 0 = 0.

Ainsi H(1) est vraie et la propriété est initialisée.

Hérédité Soit k € N*. Supposons maintenant que la propriété H(k) est vraie, et montrons la

propriété que la propriété H(k + 1) est vraie.

On part donc de l'existence de Q € R[x] tel que Vx € R,P(x) = (x — a)*1Q(x) avec
Q(a) = 0. L’astuce ici est d’appliquer ’hypothése de récurrence au polynoéme P’.

On a pour tout x € R,

P'(x) = (k+1)(x - a)*Q(x) + (x — )" Q'(x) = (x — a)* Q(x)

ot I'on a posé Q: x> (k+1)Q(x) + (x —a)Q’(x).

Comme Q(a) = (k+1)Q(a)+ 0 =0, on peut appliquer 'hypothese de récurrence a P’
On en déduit donc que P'(a)=0=(P) (a)=...= (P')(kfl) (a) et (P')(k)(a) 2 0. Cest-a-

dire P/(@)=0=P"(a)=... = PP(a) et P**VD(a)=0.

Comme de plus, P(«) = 0, on en déduit le résultat voulu, H(k+1) est vraie et la propriété

est héréditaire.
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Conclusion La propriété étant initialisée et héréditaire, d’apres le principe de récurrence, H(k)
est vraie pour tout k € N*.

O]

8.5 Factorisation

8.5.1 Cas des polynomes de degré 2

Soit le polynéme P : x — ax® + bx + ¢, avec a # 0.

e Si A=0b?—4ac>0 alors P admet deux racines réelles simples distinctes
~b-VA ~b+VA
= et 1‘2 = —a

o . Le polynoéme P se factorise alors sous la forme :

r

P(x)=a(x—ry)(x—1y).

-b
e Si A =0 alors P admet une racine double xy = L7 Le polynéme P se factorise
a

alors sous la forme :
P(x) = a(x — xg)>.

e Si A <0, P n’admet aucune racine réelle et le polynéme P ne se factorise pas dans
R.

8.5.2 Factorisation sur deux exemples
Un premier exemple

Factoriser au maximum le polynéme P(x) = x> —7x—6.

P(-1) = 0 donc —1 est une racine évidente de P. Calculons son ordre de multiplicité. On
a P’(x) = 3x? —7x donc P'(-1) =10 # 0. Ainsi 1 est racine simple de P.
Donc P(x) = x® —7x—6 est factorisable par x + 1. C'est & dire qu’il existe un polynéme Q de
degré 2 tel que P(x) = (x+ 1)Q(x).
Procédons & la division euclidienne de x> —7x — 6 par x + 1:

x3 -7x —6 x+1
—x3 —x? xP-x-6
—x? —7x
X2 +x
—6x —6
6x +6
0

donc
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2_x—6. Pour cela, il suffit d’utiliser les résultats de

Il reste a factoriser le polynome Q(x) = x
la partie précédente. On a:

A= 25, r = -2 et ry) = 3.

Ainsi Q(x) = (x+ 2)(x—3). En résumé, on a obtenu [P(x) =(x+1)(x—2)(x— 3)].

Un deuxiéme exemple
Factoriser au maximum le polynéme P(x) = x* - 7x% + 17x2 - 17x + 6.
Une racine évidente est xg = 1. Calculons I'ordre de multiplicité de cette racine. On a:
P’(x) = 4x% - 21x* + 34x— 17,
donc P’(1) = 0. Ainsi 1 est racine au moins double. Calculons la dérivée seconde, on a:
P”(x)=12x> - 42x + 34,

donc P”(1)=4=0.
Ainsi 1 est racine double de P et il existe Q € R[x] tel que P(x) = (x — 1)*Q(x).
On sait que deg(P) = 4 et que deg((x —1)2Q(x)) = 2 + deg(Q). Ainsi deg(Q) = 2. On cherche
donc a, b, c des réels tels que
P(x) = (x—1)*(ax®> + bx +c).

Développons le membre de droite, on a:
(x? = 2x+1)(ax® + bx+c) = ax* + (b - 2a)x> + (c = 2b + a)x> + (~2c+ b)x + ¢

Ce polyndme est égal a P si et seulement si ses coefficients sont égaux a ceux de P:

a = 1
b—-2a = -7 a = 1
c-2b+a = 17 donc : b = -5 . Ainsi P(x) = (x—1)*(x® = 5x +6).
-2c+b = -17 c = 6
c = 6

Il nous reste a factoriser le polynéme Q. Pour cela, il suffit d’utiliser les résultats de la partie
précédente. On a:
A=1, rn=3 et r=2

Ainsi Q(x) = (x—2)(x—3). En résumé, on a obtenu [P(x) =(x—1)>(x—2)(x— 3)}.
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8.5.3 Forme factorisée

(Admis) Tout polynome de R[x] peut s’écrire comme produit d’un réel,
de polynoémes de degré 1 et de polynémes de degré 2 n’ayant pas de racine réelle.
Autrement dit, tout polynéme P € R[x] peut se décomposer sous la forme suivante :

k !
VxeR, P(x)=a, ]_l(x —a;)i I_[(x2 +bjx+cj)

i=1 j=1

e a, est le coefficient dominant de P;
e les a; sont les racines réelles de P, de multiplicités respectives r; € N*;

e les trindmes x — x2 + bjx +cj sont de discriminant strictement négatif.
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