4.1 kiénéralités sur les fonctionsl
1.1.1  Ensemble de définitior{
1.1.2  Courbe représentative{

1.3 Composée de fonctionsi
4 14 Paritd

1.1.5 Monotonig
1.1.6 Périodicit

.1.7 Eléments remarquables{

Fonctions de référencd 10

1.2.1  Fonctions polynémes et fonction inversej

.2.2  Fonctions logarithme népérien et exponentiellel

1.2.3 Fonctions puissances{

#.2.4  Fonctions valeur absolue et partie entiérej

1.2.5  Fonctions trigonométriqueﬁl

bérivation: rappel des formule4

Do not worry about your difficulties in
mathematics; I can assure you that
mine are still greater.

Albert Einstein

Dans ce chapitre, sont rappelées certaines généralités sur les fonctions (monotonie, maz-
imum, minimum...) auzquelles sont ajoutés des compléments permettant d’approfondir
létude des fonctions (parité, périodicité, composée de fonctions...). On revoit également
les fonctions usuelles et on introduit de nouvelles fonctions (la fonction valeur absolue,
la fonction partie entiére et les fonctions trigonométriques).

4.1 Généralités sur les fonctions

4.1.1 Ensemble de définition

Définition 4.1 On appelle fonction un procédé qui & un nombre x appartenant a un
ensemble D associe un unique nombre y. On note :

f + D R
x

= fx)

f(x) est appelé 'image de x par f, tandis que x est appelé antécédent de f(x) par f.

Exemple 4.1 Soit f la fonction définie par f(x)=2x+ 3.

e L’image de 2 est f(2)
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e Les antécédents de 4 vérifient f(x)=4 c’est-a-dire

Remarque : Il peut y avoir un, plusieurs ou méme aucun antécédent. Par contre, il ne peut y
avoir qu’une seule image !

Définition 4.2 On appelle ensemble de définition d’une fonction f, noté Dy en général,
I’ensemble de tous les nombres x ou f(x) est définie i.e. ou l'on peut calculer f(x).

Exemple 4.2 1. La fonction f définie par f(x) = 2x+3 a pour ensemble de définition:

2. La fonction g:x

a pour ensemble de définition:

2x—4

Soient N, D, A et B quatre réels.

e La fonction x — % est définie sur R* donc % existe < D # 0.

e La fonction x — vx est définie sur R, donc VA existe & A >0.
e La fonction x — In(x) est définie sur R} donc In(B) existe < B> 0.

Exercice 4.1 Déterminer le domaine de définition de chacune des trois fonctions définies
par:

f(x)= gx)=V1i-x  h(x)=In(x*-9).
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4.1.2 Courbe représentative

Définition 4.3 Soit f une fonction définie sur Df et soit (O;Zﬁ un repere du plan (le
plus souvent orthonormé). La courbe représentative de la fonction f est ’ensemble des
points M du plan de coordonnées (x, f(x)) avec x € Dy.

Notations : Elle est notée traditionnellement Cf :

Cr = {(x,f(x))lxeDf}.

Remarque : On a Uéquivalence : Yx €Dy VYy€eR M(x,y)€Cr & y=f(x)
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4.1.3 Composée de fonctions

Définition 4.4 (Ensemble image) Soit f une fonction définie sur Dy. Soit E une partie
de R tel que E C Dy. On appelle ensemble image de E par la fonction f et on note f(E)
I’ensemble:

fE)={f(x)[xeE}={yeR|Ix€E, p=f(x)

Exemple 4.3 Soit f la fonction définie par f(x) = Vx2—1. Déterminons son domaine
de définition et son domaine image sachant que son tableau de variation est le suivant.

X —00 -1 1 +00
f(x) - +
+00 +00
f \ /
(I) 0

Il peut parfois étre utile de déterminer f(Dy) notamment lorsqu’on compose des fonctions,
comme on va le voir dans ce qui suit.

Définition 4.5 (Composée de fonctions) Soient f et ¢ deux fonctions définies respec-
tivement sur Dy et D, telles que f(Dy) C D,. La composée de la fonction f par g est
la fonction, notée go f (qui se lit « g rond f ») est la fonction définie sur Dy par

(g0 f)(x) =g(f(x)).

Exercice 4.2 On considére les fonctions suivantes :
2 X
f(x)=x* g(x)=+vx, h(x)=¢e"
Donner I'expression des fonctions composées suivantes :

1. fog

2. gof
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3. foh

4. hof

5. goh

6. hog

4.1.4 Parité

Définition 4.6 e Une fonction f est paire si : Yx €Dy, —x € Dy et f(—x) = f(x).

e Une fonction f est impaire si : Vx € Dy, —x € Dy et f(-x) =—f(x).

Exemple 4.4 e La fonction carré x — x? est une fonction paire.

e La fonction inverse x % est une fonction impaire.

Remarque : Lorsque le domaine de définition Dy d’une fonction f vérifie la condition:
VxeR, xeDf:—xeDf

on dit que le domaine de définition Dy est symétrique par rapport a zéro.

Exemple 4.5 e L’ensemble | — co;—5[U]5;+00[ est symétrique par rapport a zéro.
e L’ensemble R\ {-2;2} est symétrique par rapport a zéro.

e L’ensemble R\ {1} n’est pas symétrique par rapport a zéro.

Méthode 4.1 (Etude de la parité d’une fonction) 1. On commence par déterminer
I'ensemble de définition de la fonction f et on détermine si Dy est symétrique
par rapport a zéro ou non. Si c’est le cas, on passe a la deuxiéme étape, et si ce
n’est pas le cas, f n’est ni paire ni impaire.

2. Pour un x quelconque dans Dy, on compare f(-x) avec f(x) ou avec —f(x):
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e si f(—x) = f(x) alors la fonction f est paire,
e si f(—x)=—f(x) alors la fonction f est impaire,

e enfin, si on trouve un réel xo € Dy tel que f(—xo) # f(xq) et f(=xq) = —f (xo)
alors f n’est ni paire ni impaire.

Exemple 4.6 Etudions la parité des fonctions suivantes :

_ex—e‘x X 3 2

fR="" =5y h@=x-x
1.
2.
3.

e Si une fonction est paire, sa courbe représentative est symétrique
par rapport a 'axe des ordonnées.

e Si une fonction est impaire, sa courbe repréentative est symétrique par rapport a
I'origine du repeére.

4+ 2|
2” t
3 -4 4 1 /2 3
1 1 1/\1 1 1 -
3 2N N2 3 -2

Courbe représentative d’une fonction paire Courbe représentative d’une fonction impaire
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4.1.5 Monotonie

Définition 4.7 Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

1. f est dite croissante sur I si : 3. f est dite décroissante sur I si :
Vx,yel, x<y= f(x)<f(y) Vx,yel, x<y=f(x)=f(y).
2. f est dite strictement croissante sur 4. f est dite strictement décroissante
Isi: sur I si:
Vx,pel, x<y=f(x)<f(v). Yx,pel, x<y=f(x)>f(y).

Lorsque f est croissante ou décroissante (resp. strictement croissante ou décroissante),
on dit que f est monotone (resp. strictement monotone).
Enfin, f est dite constante sur I lorsque : Vx,yel, f(x)=f(v).

Remarque :

e On dit qu’une fonction croissante conserve l’ordre et qu’une fonction décroissante inverse
lordre.

o [l existe des fonctions qui ne sont pas monotones, c’est-a-dire qui ne sont ni croissantes
ni décroissantes.

e La somme de deux fonctions croissantes (resp. décroissantes)
est croissante (resp. décroissante).

e La composée de deux fonctions ayant le méme sens de variation est croissante.

e La composée de deux fonctions ayant des sens de variation opposé est décroissante.

Remarque : Pour retenir les deux derniers points de cette proposition, on peut remarquer une
analogie avec la régle du signe d’un produit.

Si « croissante » = « + » et « décroissante » = « - », on a bien « + X + =+ », « - X - =
+ et « +X-=-n

Démonstration. °
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4.1.6 Périodicité

Définition 4.8 Soit f une fonction et Dy son domaine de définition. La fonction f est
dite périodique lorsqu’il existe un réel T non nul tel que :

x€Df & x+T€Dy et Vxe€Dys, f(x+T)=f(x)

On dit alors que f est T-périodique et le réel T est appelé une période de f.

4.1.7 Eléments remarquables

Majorant, minorant

Définition 4.9 Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R.

e On dit que la fonction f est majorée sur I s’il existe un réel M tel que:
Vxel f(x) <M.

On dit alors que M est un majorant de f sur I ou encore que le réel M majore la
fonction f sur I.

e On dit que la fonction f est minorée sur I s’il existe un réel m tel que:
Vxel f(x) > m.

On dit alors que m est un minorant de f sur I ou encore que le réel m minore la
fonction f sur I.

e On dit que f est bornée sur I si elle est a la fois majorée et minorée sur I:

dmeR IMeR Vxel m< f(x) <M.

Remarque : Graphiquement, une fonction f est majorée par un réel M (resp. minorée par un
réel m) lorsque sa courbe représentative est située au-dessous (resp. au-dessus) de la droite
horizontale d’équation y =M (resp. y =m).
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\/

Fonction minorée Fonction majorée Fonction bornée

1

. En dressant le tableau
x?+1

Exemple 4.7 Soit f la fonction définie sur R par f(x) =

de variation de f, on peut montrer que :

VxeR 0<f(x)<1.

Maximum, minimum

Définition 4.10 Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R.

e On dit que la fonction f admet un maximum en x( sur I lorsque:
xoel et Vxel f(x)< f(xg).

On note alors maIxf(x) = f(xp).
xe

e On dit que la fonction f admet un minimum en x, sur I lorsque:
xoel et Vxel f(x)= f(xg).

On note alors miInf(x) = f(xg)-
xXe

e Un extremum de f sur I est soit un maximum soit un minimum de f sur I.

Remarque : Si f(xg) est un extremum sur un intervalle ouvert contenant xg, mais pas sur I
tout entier, on dit que f(xg) est un extremum local.
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1
Exemple 4.8 Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 71 On sait que:
X
VYxeR f(x) < f(0)=1. Donc la fonction f admet un maximum en xy = 0 sur R:

= 1. Par contre, la fonction f n’admet pas de minimum sur R (et pourtant

max 3
xeR x+1

elle est minorée sur R).

4.2 Fonctions de référence

4.2.1 Fonctions polynomes et fonction inverse

La fonction carré

4 .
La fonction carré f :R — R, ; x > x°.
3 .
e est a valeurs positives ;
2T e est paire ;
14+ e est strictement décroissante sur | — oo0;0] et
strictement croissante sur [0;+o0].
% % % %
-2 -1 1 2

2n

Remarque : Plus généralement, pour tout entier naturel n non nul, la fonction x — x“" est

paire et est strictement décroissante sur | —oo0;0] et strictement croissante sur [0;+oo].
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La fonction cube

2 .
11 La fonction cube f : R — R; x > x°
e est impaire ;
% % % %
-2 _ 1 2 e est strictement croissante sur R ;

-1 e n’est ni majorée, ni minorée sur R.

-2+

-3 1L

Remarque : Plus généralement, pour tout entier naturel n, la fonction x — x2l

et strictement croissante sur R.

est tmpaire

Les fonctions trindmes du second degré

Définition 4.11 Soient a, b et ¢ trois réels avec a # 0. Soit T la fonction définie sur R
par: T(x) = ax?+bx +c.

On dit que T est une fonction polynome de degré 2 ou encore une fonction trindme du
second degré.

La représentation graphique d’une fonction polynéme du second degré est une parabole,
orientée vers le haut si a > 0 et orientée vers le bas si a < 0:

y y

‘ / X ~ ‘ X

Comme déja rappelé dans le Chapitre 1, nous avons le théoréme suivant :
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Soit T : x — ax® + bx + ¢ une fonction trindéme du second degré.

e Si A =b%—4ac > 0 alors 'équation T(x) = 0 admet deux solutions réelles distinctes

x1 et xp avec :
_-b-VA ~b+VA
- 2a 2a

On a alors la factorisation: T(x) = a(x —x1)(x —x,). On dit que x; et x, sont les
racines de T.

X1 et xp, =

e Si A =0 alors I’équation T(x) = 0 admet une seule solution x, avec xg = 7 On

a alors la factorisation: T (x) = a(x — xg)>.

On dit que xg est la racine double de T.

e Si A <0 alors I’équation T(x) =0 n’admet pas de solution dans R.
Il n’y a pas de factorisation possible dans R. On dit que T n’admet pas de racine

réelle.
4 4
3 4
2 A v =T(x)
1 4
0 1 2 3

Soient s et p deux réels. Alors pour tous réels x; et x,, on a
I’équivalence:

X1+%Xy = S . A
{ ; . 2 3 & x; et x, sont les racines du trinéme T(x) = x> —sx + p.
1X2 =

Exercice 4.3 Trouver deux réels x; et x, dont la somme vaut 4 et le produit vaut 1.
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La fonction inverse

1
Soit h la fonction inverse h : x — — dont

X
la courbe représentative est donnée ci-
contre.

e Son ensemble de définition est

: > Dy, En effet, — n’est pas défini
x
3 4 pour x
.................... y ST e L’image de 1 est et 'image de —1
est
- L 1
e L’unique antécédent de 3 est
. . * * 1
La fonction inverse fRR->R;xH—> —
x

e est impaire ;
e est strictement décroissante sur | —oo; 0] et sur ]0;+oo] ;

e n’est ni majorée, ni minorée sur R*.

4.2.2 Fonctions logarithme népérien et exponentielle
La fonction logarithme népérien

Définition 4.12 La fonction logarithme népérien, notée In, est 'unique primitive de la
fonction inverse sur 'intervalle ]0;+oo[ qui s’annule en 1. Autrement dit:

X
1
Vx €]0;+00[ In(x) = J ?dt.
1

La fonction In est définie sur RY. Elle est continue et dérivable sur R}

1
et sa dérivée est x — —. De plus, In(1) = 0.
x

La fonction In posseéde des propriétés tout a fait remarquables, la premicére d’entre elles
étant de transformer les produits en sommes.
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1. YaeR, VYbeR., In(ab)=In(a)+In(b).

2. Vae R ln(l):—ln(a).
a

3.  VaeR. VbeR. ln(g)zln(a)—ln(b.)

4. VneZ VYaeR, In(a")=nln(a).

5. YaeR, In(Va)= %ln(a).

Exemple 4.9 Soient x et y > 0. Simplifier le plus possible les expressions suivantes.

1. In(2x) - In(x) A 21n(x3)+1n(%)
2. In(x?) - In(x) 5. 1n(1)+1n(§)+1n(é)
y

)

3, ln(x)—ln(%) 6. ln(§)+ln(

e La fonction In est strictement croissante sur R7.
e Limites usuelles:

e lim In(x)=-c0 et lim In(x) = +oo.

x—0* X—+00
. In(x) ) . ,
e lim =0 et lim xIn(x)=0. Croissance comparée
X—+00 X x—0+

On déduit de la stricte croissance de la fonction In les propriétés suivantes :
Pour tous réels a et b strictement positifs :
e Ina=Inb si, et seulement si, a=b,

e Ina>Inb si, et seulement si, a > b.

Exercice 4.4 Résoudre dans l'intervalle I les équations suivantes :

1. In(x+ 2) = 2In(x) sur I =]0;+oo.
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2. In(2x—-3)+1In(3) = 2In(x) sur I :]%;+oo[.

Exercice 4.5 Résoudre dans l'intervalle I les inéquations suivantes :

1. In(2x) <In(x + 7) sur I =]0;+oo|.

2. In(3x+1)—1In(x+1) > In(2) sur I :]—%;+oo[.

On a vu que la fonction In était continue et strictement croissante sur R}. De plus,
In(R}) =R et 1 € R donc d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, 1’équation In(x) =1
admet une unique solution dans R7.

Définition 4.13 L’unique solution dans R} de I’équation In(x) =1 est notée e : c’est la
constante de Neper. On a: e ~2,718.

In(x)=1 & x=e.

solution dans R.. On convient de noter €¥ cette solution car l'unique solution de l’équation

Notations : Plus généralement, pour tout vy dans R, ’équation In(x) =y admet une unique W
In(x) =n (avec n € Z) n'est autre que le nombre e". En effet:

VneZ In(e")=nln(e) =n.
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La fonction exponentielle

Définition 4.14 La fonction exponentielle notée exp est définie sur R par exp(x) =e”.

VxeR y=exp(x) &< x=In(y).

Dans toute la suite, nous utiliserons indifféremment la notation e* ou exp(x).

La fonction exp est définie sur R. Elle est continue et dérivable sur R et

sa dérivée est égale a elle-méme. De plus, exp(R) =R’,.

La fonction exp posséde également des propriétés remarquables, héritées de celle de la
fonction In :

1. VxeR In(e¥)=x et VxeR: e =y
2. VaeR VbeR et =e*xel.
a1
3. YaeR e“%=—.
e(l
eﬂ
4. VacR VbeR e '=—.
e
5 VneZ VYaeR e""=(e)".

Exercice 4.6 Résoudre dans R les équations suivantes :

2t-1 _ 1
=1 o In(3x)= >

Exercice 4.7 Soient x et y deux réels. Simplifier le plus possible les expressions suiv-
antes:
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e La fonction exp est strictement croissante sur R.
e Limites usuelles:

e lime*=0 et lim e*=+oo0.

X——00 X—+00
eX X
o lim —=+0c0 et ¥YneN Ilim — =+oo. Croissance comparée
x—+00 X x—+oo xM

De la stricte croissance de ’exponentielle, on déduit la proposition suivante :

Pour tous réels a et b :

b

e e’ =¢’ si, et seulement si, a = b.

b

o ¢’ >e” si, et seulement si, a > b.

Exercice 4.8 Résoudre dans R les équations et inéquations suivantes :
e3x+5

2
. ——r =21
e—x

2
2. e¥e* <1

17
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La fonction exponentielle est la fonction ré-
ciproque de la fonction logarithme népérien.
Dans un repere orthonormé, leurs courbes
représentatives sont symétriques par rapport a
la droite & d’équation y = x.

4.2.3 Fonctions puissances
Généralités

Définition 4.15 Soit @ dans R. On appelle fonction puissance a la fonction f, définie
sur ]0;+oo[ par:
fa(x) = x% = ealn(x).

Exemple 4.10 e Pour a =2, on a f,(x) = x> et on retrouve la fonction carré.

e Pour & = 3, on a f3(x) = x> et on retrouve la fonction cube.

1 L
e Pour @« =-1, 0on a f {(x) = — et on retrouve la fonction inverse.
X

e « peut également prendre des valeurs non entieres. Par exemple,

ou bien
fyztn) = 5 = V71000,

Attention ! L’écriture x% est une notation. Pour étudier une telle fonction, il faudra toujours
repasser a son écriture exponentielle e®™%).

Soit a dans R. La fonction f, est dérivable (donc continue) sur ]0;+oco[
et:
Vx €]0; +00| fil(x) = ax® L.
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Démonstration.

On en déduit la propriété suivante :

La fonction f, est strictement croissante sur ]0;+oo[ si @ > 0 et stricte-
ment décroissante sur ]0;+oo[ si a < 0.

Les regles de calculs sont les mémes que celles vues dans le Chapitre 1 dans le cas des
puissances entieres, exceptées qu’elles ne sont valables que pour les x > 0.

Soient x et y dans R’,. Soient a et g dans R. Alors:

o 44 a
o 1 = xxh Y gh X N EE
xﬁ y ya
_ 1
° X “:x—a o (xp)* =x% x7° . (xa)ﬁ:xaﬁ
Exercice 4.9 1. Résoudre I’équation X3 =2.
A DG 2 . n 11‘1(05)
2. Résoudre dans N I'inéquation 0.99" > 0.5 en sachant que ————— ~ 68,97.

In(0.99)
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Représentation graphique

5 .

4 1

Voici les différentes allures de 3|

la courbe représentative de la 5l
fonction x — x% suivant les

valeurs de a € R. 1y

11

1
Un cas particulier : a = >

Définition 4.16 La fonction racine carrée est la fonction r définie sur [0;+co[ par:

r(x) = Vx

2
Remarque : On rappelle que par définition, \x est l'unique réel positif tel que (\/E) =x.

La fonction racine carrée est dérivable sur R} et :

1

-3

Vx eR; r'(x)

On en déduit que la fonction racine carrée est strictement croissante sur [0;+oo[.

Soit r la fonction racine carrée r: x — Vx.

b= e Sa courbe représentative est la branche de

parabole obtenue par symétrie par rapport
a la droite y = x de la courbe représenta-
tive de la fonction carrée sur l'intervalle
R,.

y=yx @ Son domaine de définition est D,

""""" : e Les images de 0, 1, 2 et 3 sont :

La fonction racine carrée coincide avec la fonction puissance % sur R} :
. 1
Vx e R} Vx =x2.
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Démonstration. O

Fonctions de la forme x — u(x)"™

L’expression u(x)"¥) est définie pour tout réel x tel que u(x) > 0.
Pour étudier une fonction g définie par g(x) = u(x)"™ il est utile de lécrire sous forme
exponentielle :

Exercice type 4.1 FEtudier les variations de la fonction f : x> x* sur son domaine de
définition.

4.2.4 Fonctions valeur absolue et partie entiére

Fonction valeur absolue

Définition 4.17 La fonction valeur absolue, notée x — |x| est la fonction définie sur R
par:
x x>0

VxeR |x|:{_x <0

Exemple 4.11 |2.9|=2.9 mais |[-5.2] =5.2. Il est clair que: VxeR |x|>0.

Exercice 4.10 1. Ecrire sans valeur absolue les nombres suivants |\/§— 1| et |t —5].

2. Ecrire sans valeur absolue et en fonction de x les nombres suivants :

(a) x-2|
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(b) |x=1]+|x+2|

o VxeR |x|=Vx2
e VxeR |-x|=|x|
e VxeR VypeR |xy|:|x|x|y|

o VxeR VyeR |X

e VYxeR |x| =max(x,—x)

Démonstration.

e YaeR, VxeR |x]=a < (x=-aoux=a).
e VaeR, VxeR |x|]<a &< -a<x<a.

e VaeR, VxeR |x|>a & (x<-aoux>a).

Remarque : Les inégalités strictes de deux derniéres propriétés de la Proposition peuvent
étre remplacées par des inégalités larges.
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Exercice 4.11 Résoudre dans R.
1. |x+2|=-6

2. x+2|=6

Exercice 4.12 Résoudre dans R les inéquations suivantes:

1. |x|>3

[]

2. |x+1|<4

[]

Exercice 4.13 Montrer que:

VYVaeR VbeR |a|=|b| < (a=Db oua=-b).

[]
[]

Cette équivalence nous permet de résoudre de nombreuses équations.

Exemple 4.12 Résoudre I'équation |2x—3| = |x + 1].

(Inégalité triangulaire)

VxeR VyeR |x+y| <|x|+|y|.

Démonstration.

23
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Attention ! Bien noter qu’en général, |x +y| # x|+ Iyl !
Par exemple |1+ (-2)|=1=#|1|+|-2|=1+2=3.

La fonction valeur absolue est une fonction paire, strictement décrois-
sante sur R_ et strictement croissante sur R,.

Voici I’allure de la courbe représentative de la fonction valeur absolue:

vy
v = x|

N W

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

Soit x € R. Alors |x| est la distance entre le point origine O d’un axe
gradué et le point M d’abscisse x.

Démonstration.

Soient x et y dans R. Alors |x—y| est la distance entre le point M
d’abscisse x et le point N d’abscisse y d’un axe gradué.

Démonstration.

Fonction partie entiére

Définition 4.18 Soit x dans R. La partie entiére de x est le plus grand entier relatif
inférieur ou égal a x, noté |x|.

Exemple 4.13 e |2.5] et |—6.5] ,

o |e] et | -1
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e Le nombre |x] est 'unique entier relatif satisfaisant

x| <x<|x]+1.

e Pour tout x dans R, on a ’encadrement: x—1 < |x] < x.

Exercice 4.14 Résoudre dans R I’équation [2x+1]|=7.

Exercice 4.15 Montrer que: Vx€eR [x+1]=|x]+1.

La fonction x — | x] est croissante sur R.

Remarque : La fonction partie entiére n’est pas strictement croissante sur R: en effet, elle
est constante sur chaque intervalle [n;n+1[ ou ne€ Z. Cela se traduit graphiquement par des
« paliers » sur sa courbe, comme on peut le voir sur son graphe ci-dessous.

y
o—(
3 —(
2 e
1 <

—( |2
o— -3
o —4

Figure 4.1: Courbe représentative de la fonction partie entiére
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4.2.5 Fonctions trigonométriques

Rappels sur le cercle trigonométrique

J
. M
Définition  4.19  Soit x une mesure en radians de sinx =-—=-
. / —) ——% A\ . I
I’angle orienté (OI,OM ou M est un point du cercle :
trigonométrique. X !
0 cosx | I

e Le cosinus de x, noté cosx, est ’abscisse du point M.

e Le sinus de x, noté sinx, est 'ordonnée du point M.

e Pour tout réel x et pour tout entier relatif k, cos(x+ 2kmn) =
cosx et sin(x + 2k7) = sinx

e Pour tout réel x, -1 <cosx <1 et -1 <sinx <1

2

e Pour tout réel x, cos®x +sin’x = 1
Valeurs remarquables
1
V3
2
. 0 e e v T V2
6 4 3 2 2
1
cosx 1 ﬁ Q 1 0 2
2 2 2
sinx 0 l ﬁ ﬁ 1
2 2 2
(@)

Les fonctions cosinus et sinus

(Périodicité) Pour tout réel x, cos(x+27) = cos(x) et sin(x+27) = sin(x).
On dit que les fonctions cosinus et sinus sont périodiques de période 27t (on dit aussi
2m-périodiques).

Remarque : La fonction cosinus (ou sinus) est entiérement connues dés qu’on connait ses
valeurs sur un intervalle [a;a+ 27].



4.2. FONCTIONS DE REFERENCE 27

(Parité)

e Pour tout réel x, cos(—x) = cos(x). On dit que la fonction cosinus est paire.
Ainsi la courbe représentative de la fonction cosinus est symétrique par rapport
a ’axe des ordonnées.

e Pour tout réel x, sin(—x) = —sin(x). On dit que la fonction sinus est impaire.
Ainsi la courbe représentative de la fonction sinus est symétrique par rapport a
I'origine du repeére.

J
[ N\ M
\
Pour tout réel x : }
x|
cos(—x) = cosx \
. . O —x ‘ I
sin(—x) = —sinx }
\
|\
N

Remarque : Il suffit d’étudier les fonctions cosinus et sinus sur l'intervalle [0;7c] pour les
connaitre sur [-1; 7] a laide de la parité et enfin sur R d l'aide de la périodicité.
(Dérivées)
e La fonction cosinus est dérivable sur R et Yx € R, cos’(x) = —sin(x).

e La fonction sinus est dérivable sur R et Yx € R, sin’(x) = cos(x).

Variations de la fonction cosinus sur [0;7]

X 0 r TC
2
Signe de cos’(x) | 0 - 0
1 —
Ccos 0\ »
Variations de la fonction sinus sur [0; 7]
X 0 T Tt
2
Signe de sin’(x) + 0 -
1
0 0
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Fonction cosinus
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AN

//57( —Wn
i -7 i _
2 T 2 2

BN
2

Tt
TC e
- Tt — 21
14 2 2
Fonction sinus 27
\ T \
! 1 !
! !
=571 ~3m -7 n 37 57
— 2 — -7 — — Tt — 27 —
2 11 2 2
Formules de trigonométrie
J
N ~— [ M
‘ \
Pour tout réel x : 1 x !
| .
° cos(7t—x) = —cosx ‘ 5 ‘
sin(7t — x) = sinx
J
[ N\ M
Pour tout réel x : 1
T+ x ‘
° cos(Tt+ x) = —cosx ‘ / x 1
sin(7 + x) = —sinx }
!
!
N

Pour tout a et b dans R, on a :

cos(a + b) = cos(a) cos(b) —sin(a)sin(b),

sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a).

Remarque : Avec a =10, on trouve les formules dites de duplication :

2

cos(2a) = cos(a)” —sin(a)

et

sin(2a) = 2sin(a) cos(a).
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La fonction tangente
Définition 4.20 La fonction tangente est la fonction :

[R\{§+krc, kez) — R
tan:
X >

Exemple 4.14 On a :

e tan(0)

el

(Périodicité et parité) La fonction tangente est impaire et r-périodique.

Remarque : La fonction tangente est entiérement connue dés qu’on connait ses valeurs sur
un intervalle [a;a+ 1[.

Grace a la parité, la courbe représentative de la fonction tangente est symétrique par rapport

v
a lorigine du repére. Il suffit donc d’étudier la fonction sur lintervalle [0;— .

(Dérivée) La fonction tangente est dérivable sur son ensemble de défi-
Tt
nition et Yx € [R\{E+k7(, keZ},on a:

1
cos(x)?

tan’(x) = =1 + tan(x)2.

Démonstration.
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e
Variations de la fonction tangente sur [0; 3]

. 0 T T
4 2
Signe de tan’(x) +
. +00
tan 1
0o

La courbe représentative de la fonction tangente est la suivante :

| |
T T

|
|
|
I
|
|
I
I
|
0
4=
2 A1+ {
|
I
I
|
|
|
|
I

1
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
| | |
T T

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

La fonction arctangente

T T
La fonction tangente est continue et strictement croissante sur l'intervalle ]_E ; E[ De plus,

lim tan(x) = —co et lim tan(x) = +oco. Ainsi d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires
x—-5 x—+Z
2 2

T T
version monotone, pour tout y € R, il existe un unique x € ]_E; E[ tel que tan(x) = y.

Cet unique x est appelé appelé arctangente de y et est noté arctan(y).
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Définition 4.21 La fonction arctangente, notée arctan est la fonction qui a tout y € R

. . T T
associe I'unique x € ]_E; E[ tel que y = tan(x).

Remarque : On peut interpréter géométriquement cette définition comme suit.

. s s .
Pour tout longueur vy, arctan(y) est la longueur de 'arc x compris entre —— et 5 qui a pour
tangente .
C’est-a-dire tan(x) =y ou encore tan(arctan(y)) =v.

Exemple 4.15 On a les valeurs suivantes :

e arctan(0)

e arctan(l)
e arctan(-1)

e lim arctan(x)
X—>—00

e lim arctan(x)
X—+00

T T
e Pour tout x € R, arctan(x) € ]——‘ —[.
e Pour tout x € R, tan(arctan(x)) = x.

e Pour tout x € ]—%; %[, arctan(tan(x)) = x.

(Dérivée) La fonction arctangente est dérivable sur R et pour tout x € R,

1
arctan’(x) = ——.
(x) 1+ x2

Variations de la fonction arctangente sur R

X —00 0 +00
Signe de arctan’(x) +
T
arctan T 00— 2
2
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La courbe représentative de la fonction arctangente est la suivante :

y = tan(x)
L,
4
/
2+ e
4
4
4
11+ )7
y = arctan(x)
; % % % % % %
4 -3 -2 -1 1 2 3
LT
4
4
it -2 T
/
4
7/
/ _3 €

4.3 Dérivation: rappel des formules

Dans le tableau suivant, D désigne le domaine de dérivabilité de la fonction f.

f(x) f'(x) | D fonction f | fonction dérivée f’
ax+b a R Au Au’
x" (neN) nx™ 1| R u+v u' +v’
1 ’ ’
- —— R uv u'v+uv
x x?
u u'v—uv’
P (peZ\N) | pxP ! | R v v?
1 u’

Vx — R Vu

x* (@eR) | ax®! | R} In(u) Ll
u
1 1 R:
n(x) x * exp(u) u’exp(u)
exp(x) exp(x) | R u" (neN) nu'u"1

Soit f une fonction dérivable en a € R. La tangente (T,) a la courbe
C ¢ au point d’abscisse a admet pour équation :

y=f'(a)(x-a)+f(a).
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