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Quel que soit le temps passé à faire des
mathématiques, ce n’est jamais du
temps perdu.

Cédric Villani

Dans ce chapitre, nous allons revenir sur la notion d’extrema en la reliant aux dérivées
premières et secondes d’une fonction lorsque celles-ci existent. Nous parlerons également
de convexité, une autre notion étroitement liée à la dérivées seconde d’une fonction.
Nous verrons également une condition suffisante de minimum global pour les fonctions
convexes.

28.1 Recherche d’extrema

28.1.1 Quelques rappels

Définition 28.1 (Extremum local) Soit f une fonction à valeurs réelles définie sur un
ensemble E et x0 ∈ E.

• On dit que f admet un maximum local en x0 lorsqu’il existe un voisinage Vx0 de
x0 inclus dans E tel que : pour tout x ∈ Vx0 , f (x)⩽ f (x0).

• On dit que f admet un minimum local en x0 lorsqu’il existe un voisinage Vx0 de
x0, Vx0 inclus dans E, tel que : pour tout x ∈ Vx0 , f (x)⩾ f (x0).
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2 CHAPITRE 28. EXTREMA ET CONVEXITÉ

Définition 28.2 (Extremum global) Soit f une fonction à valeurs réelles définie sur un
ensemble E et x0 ∈ E.

• On dit que f admet un maximum global en x0 lorsque pour tout x ∈ E,

f (x)⩽ f (x0).

• On dit que f admet un minimum global en x0 lorsque pour tout x ∈ E,

f (x)⩾ f (x0).

Illustration

28.1.2 Recherche d’extrema sur un segment

Théorème 28.1 (Théorème des bornes, rappel) Soit a et b deux réels tels que a < b.
Toute fonction continue sur le segment I = [a,b] est bornée et atteint ses bornes.

Remarque :

• Cela signifie que toute fonction continue sur le segment I = [a,b] admet des extrema
globaux sur ce segment.

• Ce théorème donne l’existence d’extrema, mais ne donne pas de méthode pour les déter-
miner.

28.1.3 Recherche d’extrema sur un ouvert

Théorème 28.2 (Caractérisation d’un extremum, rappel) Soit a et b deux réels tels que
a < b et soit J =]a,b[ un intervalle ouvert de R. Soit f une fonction dérivable sur J. Si
f admet un extremum local en x0 ∈ J alors f ′(x0) = 0.

Attention ! Ce résultat est faux si on ne suppose pas que l’intervalle est ouvert.
Par exemple, considérons la fonction f : x 7−→ x2 définie sur [0,1]. Elle admet un maximum
en 1 , est dérivable sur [0,1] mais f ′(1) = 2 , 0.
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Attention ! Il est possible d’avoir f ′(x0) = 0 sans que f n’admette d’extremum en x0.
Par exemple, considérons la fonction f : x 7−→ x3 définie sur [−1,1]. Elle est dérivable sur
[−1,1], de plus f ′(0) = 0, mais 0 n’est ni un maximum local, ni un minimum local.

Définition 28.3 (Point critique) Soit f une fonction de classe C1 sur un intervalle ouvert
J. On dit que x0 ∈ J est un point critique de f lorsque f ′(x0) = 0.

Remarque :

• On a donc montré que les extrema locaux d’une fonction de classe C1 sur un intervalle
ouvert sont à chercher parmi ses points critiques.

• Les extrema locaux d’une fonction de classe C1, sur un intervalle quelconque, sont donc
à chercher parmi:

– ses points critiques,
– les bornes de l’intervalle.

Théorème 28.3 Soit f une fonction de classe C2 sur un intervalle ouvert I et soit x0 ∈ I
un point critique de f . Alors,

• Si f (2)(x0) > 0, alors f possède un minimum local en x0.

• Si f (2)(x0) < 0, alors f possède un maximum local en x0.

• Si f (2)(x0) = 0, on ne peut rien conclure.

Démonstration. La fonction f est de classe C2, on peut donc effectuer un développement
limité à l’ordre 2 en x0 : pour h au voisinage de 0 ,

f (x0 + h) = f (x0) + hf ′(x0) +
h2

2
f ′′(x0) + o

(
h2
)

Or x0 est un point critique de f , donc f ′(x0) = 0, et on a pour h au voisinage de 0 :

f (x0 + h)− f (x0) =
h2

2
f ′′(x0) + o

(
h2
)
.

• Si f (2)(x0) > 0, alors h2
2 f
′′(x0) + o

(
h2
)
> 0 pour h au voisinage de 0 et f possède un

minimum local en x0.

• Si f (2)(x0) < 0, alors h2
2 f
′′(x0) + o

(
h2
)
< 0 pour h au voisinage de 0 et f possède un

maximum local en x0.

• Si f (2)(x0) = 0, f (x0 + h)− f (x0) = o
(
h2
)

et on ne peut rien conclure.
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Exercice 28.1 Trouver les extrema de la fonction f : x 7−→ x3 − x2 − x + 1 définie sur[
−2, 32

]
. Déterminer leur nature, et s’ils sont locaux ou globaux.

Par le théorème des bornes, la fonction est continue sur un segment, donc admet au
moins un minimum global et un maximum global (il va falloir les déterminer). La
fonction f est de classe C2 sur son intervalle de définition, donc les extrema sont soit
des points critiques, soit des bornes de l’intervalle.
On commence par chercher les points critiques : ∀x ∈

[
−2, 32

]
f ′(x) = 3x2 − 2x − 1 et f ′′(x) = 6x − 2.

Donc f ′(x) = 0 ⇐⇒ 3x2 − 2x − 1 = 0. On cherche les racines de ce polynôme: ∆ =
4+4× 3 = 16 = 42, donc on a deux racines réelles, qui sont 1 et −13 .
Il y a donc au total quatre points à étudier : 1,−13 ,−2 et 3

2 . On commence par calculer
leurs images:

f (1) = 0, f
(
−1
3

)
=
32
27
≃ 1,19, f (−2) = −9, f

(3
2

)
=
5
8
≃ 0,63

Le minimum global est donc atteint en −2, et le maximum global en −13 .
Il ne reste plus qu’à étudier les deux points restants :

f ′′(1) = 4 > 0

Donc 1 correspond à un minimum local.
Reste à étudier 3

2 , on a:

f
(3
2
+ h

)
− f

(3
2

)
= hf ′

(3
2

)
+ o(h) =

11
4
h+ o(h) = h

(11
4

+ o(1)
)

On s’intéresse au cas où h < 0, car on veut que 3
2 + h ∈

[
−2, 32

]
. Pour h < 0,

h
(11
4

+ o(1)
)
< 0 donc f

(3
2
+ h

)
− f

(3
2

)
< 0.

Ainsi 3
2 correspond à un maximum local.
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28.2 Fonctions convexes

28.2.1 Convexité

Définition 28.4 (Fonction convexe, concave) Soit f une fonction définie sur un intervalle
I non vide et non réduit à un point.

• On dit que la fonction f est convexe sur I lorsque ∀ (a,b) ∈ I2,∀t ∈ [0,1],

f (ta+ (1− t)b)⩽ tf (a) + (1− t)f (b) .

• On dit que la fonction f est concave sur I lorsque ∀ (a,b) ∈ I2,∀t ∈ [0,1],

f (ta+ (1− t)b)⩾ tf (a) + (1− t)f (b) .

Interprétation géométrique

Soit f une fonction définie sur un intervalle I .
Pour t ∈ [0,1], y = tf (a)+(1− t)f (b) parcourt le segment d’extrémités f (a) et f (b), tandis que
y = f (ta+ (1− t)b) parcourt l’arc de courbe de f situé entre ces mêmes points. Ainsi :
• Dire que la fonction f est convexe sur I signifie que la courbe Cf est située en dessous

de chacune de ses cordes.

• Dire que la fonction f est concave sur I signifie que la courbe Cf est située au-dessus de
chacune de ses cordes.

O x

y

a

f (a)

b

f (b)

A

B

O x

y

a

f (a)

b

f (b)

A

B

f est convexe. f est concave

Exemple 28.1 La fonction définie sur R par f (x) = x2 est convexe sur R.

Exemple 28.2 On admet que le le logarithme est concave sur R∗+. Montrer que pour
tout u ∈ [1, e], u − 1⩽ (e − 1)ln(u).
On étudie la corde d’extrémités 1 et e: ln(1) = 0 et ln(e) = 1, cette corde a donc une
équation du type y = au + b avec 0 = a+ b et 1 = ae+ b. D’où y = u−1

e−1 .

La concavité donne alors : pour tout u ∈ [1, e], u − 1
e − 1

⩽ ln(u) soit

u − 1⩽ (e − 1)ln(u).
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Proposition 28.1 Une fonction f est concave sur I , si et seulement si, −f est convexe
sur I .

Théorème 28.4 (Généralisation de l’inégalité de convexité) Soit n ∈ N∗ et f une fonction
définie sur un intervalle I non vide et non réduit à un point. Si f est convexe sur I ,

alors ∀ (x1,x2, . . . ,xn) ∈ In, ∀ (t1, t2, . . . , tn) ∈ [0,1]n tels que
n∑

k=1

tk = 1,

f

 n∑
k=1

tkxk

⩽ n∑
k=1

tkf (xk) .

Exemple 28.3 Soit f une fonction convexe sur un intervalle I . Montrer que
∀ (x1,x2, . . . ,xn) ∈ In,

f

1n
n∑
i=1

xi

⩽ 1
n

n∑
i=1

f (xi) .

Il suffit de choisir les ti tous égaux à 1
n , qui sont bien entre 0 et 1 et qui vérifient

n∑
i=1

ti = n× 1
n
= 1.

28.2.2 Convexité et dérivabilité

Théorème 28.5 (Convexité d’une fonction C1) Soit f une fonction de classe C1 sur un
intervalle I . Les propriétés suivantes sont équivalentes :

• f est convexe sur I ,

• f ′ est croissante sur I .

• En tout point de I , Cf est au dessus de ses tangentes,
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Interprétation géométrique

O x

y

Cf

convexe

O x

y Cf

concave

convexe

La fonction carré x 7−→ x2 est convexe. La fonction inverse x 7−→ 1
x

est concave sur
]−∞;0[ et convexe sur ]0;+∞[

Exercice 28.2

Montrer que ∀x ∈ R , ex ⩾ x+1 .

Posons f la fonction définie sur R par f (x) = ex. La fonction f est dérivable sur R et
pour tout x ∈ R, f ′(x) = ex. La fonction f ′ est donc croissante et f est convexe sur R.
Ainsi, la courbe de la fonction f est toujours au dessus de ses tangentes.
En particulier, elle est au dessus de la tangente en 0. Celle-ci a pour équation

y = f (0) + f ′(0)(x − 0) = x+1.

Ainsi,
∀x ∈ R, ex ⩾ x+1.

Exercice 28.3 Montrer que ∀x ∈]− 1;+∞[ , ln(x+1)⩽ x .

Posons g la fonction définie sur ] − 1;+∞[ par g(x) = ln(x + 1). La fonction g est fois
dérivable sur ] − 1;+∞[ et pour tout x ∈] − 1;+∞[, g ′(x) =

1
x+1

. La fonction g ′ est
décroissante sur ]− 1;+∞[ Donc, g est concave sur ]− 1;+∞[. Ainsi, la courbe de g est
toujours en dessous de ses tangentes.
En particulier, elle est en dessous de sa tangente en 0. Celle-ci a pour équation

y = f (0) + f ′(0)(x − 0) = x.

Ainsi,
∀x ∈]− 1;+∞[ , ln(x+1)⩽ x .



8 CHAPITRE 28. EXTREMA ET CONVEXITÉ

Corollaire 28.1 (Convexité d’une fonction C2) Soit f une fonction de classe C2 sur un
intervalle I . Alors f est convexe sur I si et seulement si pour tout x ∈ I , f ′′(x)⩾ 0.

Remarque : De même, f est concave sur I si et seulement si pour tout x ∈ I, f ′′(x)⩽ 0.

Exemple 28.4 Soit f la fonction définie sur R∗+ par f (x) = x2 − ln(x).
La fonction f est deux fois dérivable sur R∗+ et on a :

∀x ∈ R∗+ , f ′′(x) = 2+
1
x2

.

La dérivée seconde étant positive sur R∗+, la fonction f est convexe sur R∗+.

28.2.3 Point d’inflexion

Définition 28.5 Soit une fonction f définie au voisinage d’un réel x0 de son ensemble
de définition. On dit que le point (x0, f (x0)) est un point d’inflexion de la courbe Cf
lorsque f change de convexité en ce point (passe de «convexe» à «concave» ou bien de
«concave» à «convexe»).

Proposition 28.2 Soit une fonction f dérivable en x0. La courbe Cf possède un point
d’inflexion en (x0, f (x0)) si et seulement si la tangente à Cf en x0 «traverse» Cf .

Exemple 28.5 Soit f la fonction définie sur R par f (x) = x3. La tangente au point
d’abscisse 0 coupe la courbe donc 0 est un point d’inflexion.

00000000

f

Tangente y = 0

Théorème 28.6 Soit f une fonction de classe C2 sur un intervalle ouvert I , et soit
x0 ∈ I . Le point (x0, f (x0)) est un point d’inflexion de la courbe Cf , si et seulement si,
f ′′ s’annule en changeant de signe en x0.
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Exemple 28.6 Soit f la fonction définie sur R par f (x) = x4 − 6x2.

Cette fonction est deux fois dérivables car c’est un polynôme et on a ∀x ∈ R, f ′(x) =
4x3 − 12x. On a aussi ∀x ∈ R, f ′′(x) = 12x2 − 12 = 12(x − 1)(x+1).
f ′′ s’annule et change de signes en 1 et -1 donc f admet deux points d’inflexion qui sont
1 et −1.

28.2.4 Extrema et fonction convexe

Théorème 28.7 Soit f une fonction convexe sur un intervalle ouvert I .
Si x0 est un point critique de f alors f admet un minimum global en x0.

Démonstration. Cela repose sur l’idée suivante :
Comme f est convexe sur I , on sait que pour tout x ∈ I ,

f (x)⩾ f (x0) + f ′ (x0) (x − x0) .

S i x0 est point critique, f ′ (x0) = 0 donc l’inégalité devient : pour tout x ∈ I, f (x)⩾ f (x0), ce
qui est bien la caractérisation d’un minimum global.

28.3 Etude graphique de fonctions. Un exemple

Méthode 28.1 (Pour réaliser l’étude graphique d’une fonction) Pour tracer le graphe
d’une fonction, il est utile de :

• Etudier les variations de la fonction

• Rechercher des extrema (locaux, globaux)

• Chercher d’éventuelles tangentes intéressantes à la courbe

• Calculer les limites aux bornes du domaine de définition

• Rechercher d’éventuelles asymptotes (verticale, horizontale, oblique…)

• Etudier la convexité. Rechercher des points d’inflexion.

Exercice 28.4 (Etude d’une fonction particulière) Soit g la fonction définie sur ]0;+∞[
par :

g(x) = x2 − 4ln(x)

1. Montrer que g admet un minimum global sur ]0;+∞[.

2. Étudier le sens de variation de g.

3. En déduire le signe de g(x) pour tout réel x de ]0;+∞[.
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On considère la fonction f définie sur ]0;+∞[ par :

f (x) =
x
4
+
1+ ln(x)

x

On appelle C la courbe représentative de f dans un repère orthonormé (unité graphique
2 cm).

4. Déterminer la limite de f en 0. Interpréter graphiquement le résultat.

5. Déterminer la limite de f en +∞.

6. Montrer que la droite (D) d’équation y =
x
4

est asymptote à la courbe C.

7. Étudier la position relative de C et de (D). On montrera en particulier que (D)
coupe C en un point A dont on calculera les coordonnées.

8. Étudier le sens de variation de f . Dresser le tableau de variation de f .

9. Etudier la convexité de f .

10. On donne :

1
e
≃ 0,4

√
e ≃ 1,6 f (

√
e) ≃ 1,3 f ′(

√
e) ≃ 0,1

Représenter la courbe C et la droite (D) dans un même repère orthonormé.

Corrigé

1. La fonction g est de classe C2 sur ]0;+∞[, on a pour tout x ∈]0;+∞[,

g ′(x) = 2x − 4
x
=
2(x2 − 2)

x
.

Ainsi pour x ∈]0;+∞[, on a :

g ′(x) = 0 ⇐⇒ x =
√
2.

Ainsi x0 =
√
2 est un point critique de g. On a de plus, pour tout x ∈]0;+∞[,

g ′′(x) = 2+
4
x2

> 0

donc la fonction g est convexe sur ]0;+∞[. On en déduit que le point critique
√
2 est en

fait un minimum global pour g. On a alors :

g(
√
2) = 2− 4ln(

√
2) = 2(1− ln(2)).

2. Pour tout x ∈]0;+∞[, on a :

g ′(x) =
2x2 − 4

x

Or, pour x > 0, on a 2x2 − 4⩾ 0 ⇐⇒ 2x2 ⩾ 4 ⇐⇒ x2 ⩾ 2 ⇐⇒ x ⩾
√
2. On en déduit

le tableau de signe de g ′(x), ainsi que le tableau de variations de g :



28.3. ETUDE GRAPHIQUE DE FONCTIONS. UN EXEMPLE 11

x

x

2x2 − 4

Signe de
g ′(x)

Variations de
g

0
√
2 +∞

+ +

− 0 +

− 0 +

2(1− ln(2))2(1− ln(2))

3. On a 2(1−ln(2)) ≃ 2×(1−0,7) = 2×0,3 = 0,6 > 0. Le minimum de g est donc strictement
positif donc pour tout x de ]0;+∞[, on a g(x) > 0. La fonction g est positive sur ]0;+∞[.

4. On a :

lim
x→0+

1+ ln(x) = −∞
lim
x→0+

x = 0

 par quotient

lim
x→0+

1+ ln(x)
x

= −∞

lim
x→0+

x
4
= 0


par somme

lim
x→0+

x
4
+
1+ ln(x)

x
= −∞

Ainsi,
lim
x→0+

f (x) = −∞

La courbe C admet donc une asymptote verticale en 0.

5. On a :

lim
x→+∞

1+ ln(x) = +∞
lim

x→+∞
x = +∞

 par croissance comparée

lim
x→+∞

1+ ln(x)
x

= 0+

lim
x→+∞

x
4
= +∞


par somme

lim
x→+∞

x
4
+
1+ ln(x)

x
= +∞

Ainsi,
lim

x→+∞
f (x) = +∞

6. On a :
f (x)− y =

x
4
+
1+ ln(x)

x
− x
4
=
1+ ln(x)

x

Et on a vu à la question précédente que :

lim
x→+∞

1+ ln(x)
x

= 0

Ainsi, lim
x→+∞

f (x)−y = 0 et la droite (D) d’équation y =
x
4

est bien asymptote à la courbe
C.
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7. Pour étudier la position relative de C et (D), il nous faut étudier le signe de f (x) − y.
On a vu à la question précédente que :

f (x)− y =
1+ ln(x)

x

On a :

1+ ln(x)⩾ 0 ⇐⇒ ln(x)⩾ −1 ⇐⇒ x ⩾ e−1 =
1
e

On en déduit le tableau de signe suivant :

x

x

1 + ln(x)

Signe de
f (x) − y

0 1
e +∞

+ +

− 0 +

− 0 +

Ainsi,

• sur ]0; 1e ], C est en dessous de (D)

• sur [1e ;+∞[, C est en dessous de (D).

En particulier, la courbe C et la droite (D) se coupent en un point A donc l’abscisse est

1
e

et l’ordonnée est

1
e
4
=

1
4e

.

8. La fonction f est de classe C∞ sur ]0;+∞[.
Posons u(x) = 1 + ln(x) et v(x) = x. On a u′(x) =

1
x

et v′(x) = 1. Ainsi, pour tout x > 0,
on a :

f ′(x) =
1
4
+
u′(x)v(x)−u(x)v′(x)

(v(x))2
=
1
4
+

1
x
× x − (1 + ln(x))× 1

x2

=
1
4
+
1− 1− ln(x)

x2
=
1
4
− ln(x)

x2
=
x2 − 4ln(x)

4x2
=
g(x)
4x2

Or, on a déjà étudié le signe de g à la question 2. On en déduit le tableau de signe de
f ′(x) ainsi que le tableau de variations de f :



28.3. ETUDE GRAPHIQUE DE FONCTIONS. UN EXEMPLE 13

x

g(x)

Signe de
f ′(x)

Variations de
f

0 +∞

+

+

−∞−∞

+∞+∞

9. Etudions le signe de f ′′ pour étudier la convexité de f .
Posons u(x) = x2 − 4ln(x) et v(x) = 4x2. On a u′(x) = 2x − 4

x
et v′(x) = 8x. On en a :

f ′′(x) =
u′(x)v(x)−u(x)v′(x)

(v(x))2
=

(
2x − 4

x

)
× 4x2 −

(
x2 − 4ln(x)

)
× 8x

(4x2)2

=
8x3 − 16x − 8x3 +32x ln(x)

16x4
=
32x ln(x)− 16x

16x4
=
16x(2ln(x)− 1)

16x4
=
2ln(x)− 1

x3

Soit x ∈]0;+∞[, on a :

2ln(x)− 1⩾ 0 ⇐⇒ 2ln(x)⩾ 1 ⇐⇒ ln(x)⩾ 1
2
⇐⇒ x ⩾ e

1
2 =
√
e

On en déduit le tableau de signe suivant :

x

x3

2ln(x) − 1

Signe de
f ′′(x)

0
√
e +∞

+ +

− 0 +

− 0 +

Ainsi,

• f est concave sur ]0;
√
e]

• f est convexe sur [
√
e;+∞[

La courbe C possède donc un point d’inflexion dont l’abscisse est
√
e et l’ordonnée f (

√
e).

10. Il nous reste à tracer Cf en tenant compte de toutes les informations collectées précédem-
ment. On obtient l’allure de courbe suivante :
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