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We mathematicians are all a little bit
crazy.

Edmund Landau

Dans ce chapitre, nous allons apprendre à écrire le développement limité d’une fonc-
tion en un point. Nous verrons un nouvelle formule de Taylor, en lien direct avec les
développements limités. Elle nous permettra notamment de déterminer les développe-
ments limités des fonctions usuelles.
Les développements limités ont diverses applications. Ils peuvent permettre de lever en-
core plus de formes indéterminées que les équivalents. Grâce aux développements limités,
on peut également étudier l’allure locale du graphe d’une fonction en un point donné.

26.1 Généralités

26.1.1 Définition

Définition 26.1 Soit n ∈ N et x0 ∈ R. Soit f une fonction définie au voisinage du
réel x0, on dit que f admet un développement limité à l’ordre n en x0 lorsqu’il existe
(a0, a1, . . . , an) ∈ Rn+1 tels que :

f (x) =
x0
a0 + a1(x − x0) + a2(x − x0)2 + . . .+ an(x − x0)n + (x − x0)nε(x) avec lim

x→x0
ε(x) = 0.

Le polynôme a0 + a1(x − x0) + a2(x − x0)2 + . . .+ an(x − x0)n est appelé la partie régulière
du développement limité.
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2 CHAPITRE 26. DÉVELOPPEMENTS LIMITÉS

Exemple 26.1 On a : sin(x) =
0
x+ xε(x) avec lim

x→0
ε(x) = 0.

En effet, on sait que sin(x) ∼
0
x donc lim

x→0

sin(x)
x

= 1. On a alors :

sin(x) = x+ x

(
sin(x)− x

x

)
Posons ε(x) = sin(x)−x

x = sin(x)
x − 1. On a bien lim

x→0
ε(x) = 0. Ainsi

sin(x) =
0
x+ xε(x) avec lim

x→x0
ε(x) = 0.

Remarque :

• Il est équivalent d’écrire le développement limité de f à l’ordre n au voisinage de x0 sous
la forme :

f (x) =
x0
a0 + a1(x − x0) + a2(x − x0)2 + . . .+ an(x − x0)n + o((x − x0)n).

On peut remarquer que chaque terme est négligeable devant celui qui le précède.

• Un développement limité est local : c’est à dire qu’il ne donne de l’information que sur
le comportement de f autour du point x0.

Exemple 26.2 La fonction définie sur R par f (x) = 1 + 2x − 3x2 + x2 sin(x) possède un
développement limité à l’ordre 2 en 0 :

f (x) =
0
1+2x − 3x2 + o(x2).

En effet, x2 sin(x) =
0
o(x2).

26.1.2 Propriétés

Proposition 26.1 (Unicité du développement limité) Soient n ∈ N, x0 ∈ R et f une
fonction définie au voisinage de x0. Si f admet un développement limité à l’ordre n en
x0, alors ce développement est unique.

Démonstration. Supposons qu’il existe deux développements limités à l’ordre n en x0 :

f (x) =
x0
a0+a1(x−x0)+ . . .+an(x−x0)n+o((x−x0)n) =x0

b0+b1(x−x0)+ . . .+bn(x−x0)n+o((x−x0)n).



26.2. FORMULE DE TAYLOR-YOUNG 3

On raisonne par l’absurde et suppose que (a0, a1, . . . , an) , (b0,b1, . . . ,bn). Soit p le plus petit
entier de J0,nK tel que ap , bp. Alors(

ap − bp
)
(x − x0)p + · · ·+ (an − bn) (x − x0)n =

x0
o ((x − x0)n) ,

ce qui donne, en divisant par (x − x0)p , 0,(
bp − ap

)
=
x0

(
ap+1 − bp+1

)
(x − x0) + · · ·+ (an − bn) (x − x0)n−p + o ((x − x0)n−p) 7−→x→x0

0.

Donc ap = bp, absurde. D’où le résultat.

De l’unicité du développement limité découle la propriété suivante :

Propriété 26.1 Si une fonction f est paire (resp. impaire) et admet un développe-
ment limité en 0 alors sa partie régulière ne comporte que des puissances paires (resp.
impaires).

26.2 Formule de Taylor-Young

26.2.1 Dérivabilité et développements limités

Proposition 26.2 (Existence d’un développement limité d’ordre 0) Soit x0 ∈ R, et f une
fonction définie en x0 et au voisinage de ce point.
La fonction f est continue en x0 si et seulement si f (x) =

x0
f (x0) + o(1).

Démonstration. En effet, on a :

f est continue en x0 ⇐⇒ lim
x→x0

f (x) = f (x0) ⇐⇒ f (x) =
x0
f (x0) + o(1).

Proposition 26.3 (Existence d’un développement limité d’ordre 1) Soit x0 ∈ R, et f une
fonction définie en x0 et au voisinage de ce point.
La fonction f est dérivable en x0 si et seulement si f admet un développement limité
d’ordre 1 en x0. On a alors :

f (x) =
x0
f (x0) + f ′(x0)(x − x0) + o((x − x0)).

Démonstration. On commence par remarquer que :

f est dérivable en x0 ⇐⇒ lim
x→x0

f (x)− f (x0)
x − x0

= f ′ (x0) ∈ R ⇐⇒
f (x)− f (x0)

x − x0
=
x0
f ′ (x0) + o(1)

f est dérivable en x0 ⇐⇒ f (x) =
x0
f (x0) + f ′ (x0) (x − x0) + o ((x − x0)) .
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Donc si f est dérivable en x0, elle admet bien un développement limité d’ordre 1 en ce point.
Réciproquement, s’il existe (a0, a1) ∈ R2 tels que f (x) =

x0
a0 + a1 (x − x0) + o ((x − x0)), alors en

évaluant l’égalité, f (x0) = a0. D’où

f (x)− f (x0)
x − x0

=
x0
a1 + o(1),

ce qui donne
lim
x→x0

f (x)− f (x0)
x − x0

= a1 ∈ R.

Donc f est dérivable en x0 et f ′ (x0) = a1. D’où le résultat.

Exemple 26.3 Soit f (x) =
√
x et x0 = 1. f est dérivable en 1 et f ′(1) =

1
2

. Donc, f
admet un développement limité à l’ordre 1 au voisinage de 1 :

f (x) =
1
1+

1
2
(x − 1) + o(x − 1) .

−1 1 2 3 4 5 6 7

1

2

3

4

5

0

f (x) =
√
x

y = 1+ 1
2 (x − 1)

A

Autrement dit, y = 1+
1
2
(x − 1) est la meilleure approximation affine de f au voisinage

de 1. On retrouve l’équation de la tangente à la courbe au point A.

Théorème 26.1 (Formule de Taylor-Young) Soit n ∈ N. Soit f une fonction de classe
C∞ sur un intervalle I et x0 ∈ I alors f admet un développement limité d’ordre n en x0
et on a :

f (x) =
x0

n∑
k=0

f (k)(x0)
k!

(x − x0)k + o((x − x0)n).
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Remarque : En pratique, la plupart des développements limités sont effectués au voisinage de
0. La formule de Taylor-Young donne alors :

f (x) =
0

n∑
k=0

f (k)(0)
k!

xk + o(xn).

26.2.2 Développements limités usuels en 0

Proposition 26.4 (Développements limités usuels en 0)

1. exp(x) = 1+ x+
x2

2
+
x3

3!
+ . . .+

xn

n!
+ o(xn) =

n∑
k=0

xk

k!
+ o(xn)

2. ln(1 + x) = x − x2

2
+
x3

3
+ · · ·+ (−1)n−1 x

n

n
+ o (xn) =

n∑
k=1

(−1)k−1 x
k

k
+ o (xn)

3. Les fonctions inverses :

1
1− x

= 1+ x+ x2 + · · ·+ xn + o (xn) =
n∑

k=0

xk + o (xn)

1
1+ x

= 1− x+ x2 + · · ·+ (−1)nxn + o (xn) =
n∑

k=0

(−1)kxk + o (xn)

4. Les fonctions puissances, pour tout réel α,

(1 + x)α = 1+α
x
1!

+α(α − 1)x
2

2!
+ · · ·+α(α − 1) · · · (α −n+1)

xn

n!
+ o (xn)

5. Les fonctions trigonométriques

sin(x) = x− x
3

3!
+
x5

5!
+ · · ·+ (−1)n x2n+1

(2n+1)!
+ o

(
x2n+1

)
=

n∑
k=0

(−1)k x2k+1

(2k +1)!
+ o

(
x2n+1

)

cos(x) = 1− x2

2!
+
x4

4!
+ · · ·+ (−1)n x2n

(2n)!
+ o

(
x2n

)
=

n∑
k=0

(−1)k x2k

(2k)!
+ o

(
x2n

)

Remarque : Pour les fonctions trigonométriques, les exposants 2k et 2k +1 ont été introduits
pour permettre d’avoir des formules simples, mais il faut garder à l’esprit que l’ordre d’un
développement limité correspond à la puissance qui apparaît dans le o.
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Démonstration. Toutes les formules précédentes se montrent avec la formule de Taylor-Young,
en utilisant les dérivées connues des fonctions usuelles. Démontrons pour l’exemple la formule
du développement limité de la fonction exponentielle.
Soit n ∈ N, la fonction exponentielle est de classe C∞ sur R et ∀k ∈ J0,nK, exp(k) = exp. D’après
la formule de Taylor-Young, l’exponentielle admet donc pour développement limité à l’ordre
n en 0 :

exp(x) =
n∑

k=0

xk

k!
exp(0) + o (xn) =

n∑
k=0

xk

k!
+ o (xn)

Méthode 26.1 (Pour calculer un DL en 0) Lorsque la fonction a une expression très
proche d’une fonction usuelle, il faut transformer l’expression pour se ramener à une
fonction usuelle quitte à effectuer un changement de variables.

Exercice 26.1 Ecrire les développements limités demandés dans chaque cas :

1. x 7→ sin(x) en 0 à l’ordre 4 ,

sin(x) =
0
x − x3

6
+ o(x3) =

0
x − x3

6
+ o(x4)

car comme la fonction sin est impaire, elle ne contient pas de terme d’ordre 4 dans
son développement limité.

2. x 7→
√
1+ x en 0 à l’ordre 3 ,

√
1+ x = (1+ x)

1
2 =

0
1+

1
2
x+

1
2
×
(1
2
− 1

) x2
2

+
1
2
×
(1
2
− 1

)
×
(1
2
− 2

) x3
6

+ o(x3),

soit
√
1+ x =

0
1+

x
2
− x2

8
+
x3

16
+ o(x3).

3. x 7→ 1
1+x en 0 à l’ordre 4 ,

1
1+ x

=
0
1− x+ x2 − x3 + x4 + o(x4).

4. x 7→ exp(2x) en 0 à l’ordre 2 ,
lim
x→0

2x = 0 donc

exp(2x) =
0
1+ (2x) +

(2x)2

2!
+ o(x2) =

0
1+2x+2x2 + o(x2).
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5. x 7→ 1
1+x2 en 0 à l’ordre 5 ,

lim
x→0

x2 = 0 donc

1
1+ x2

=
0
1− x2 + (x2)2 − (x2)3 + o(x6) =

0
1− x2 + x4 + o(x5).

6. x 7→ ln(2 + x) en 0 à l’ordre 3,

On commence par remarquer que ln(2+ x) = ln(2) + ln
(
1+ x

2

)
. Comme lim

x→0

x
2
= 0,

on peut écrire que :

ln
(
1+

x
2

)
=
0

x
2
−

(
x
2

)2
2

+

(
x
2

)3
3

+ o(x3) =
0

x
2
− x2

8
+
x3

24
+ o(x3).

On en déduit que :

ln(2 + x) =
0
ln(2) +

x
2
− x2

8
+
x3

24
+ o(x3).

Remarque : D’un DL en x0, on peut toujours se ramener à un DL en 0 en effectuant le
changement de variable h = x − x0.

Exercice 26.2 1. Ecrire le développement limité à l’ordre 2 en 1 de x 7→ ln(x).

On pose h = x − 1, on a ln(x) = ln(1 + h), comme lim
x→1

h = 0, on peut écrire que:

ln(1 + h) =
0
h− h2

2
+ o(h2)

soit
ln(x) =

1
x − 1− (x − 1)2

2
+ o((x − 1)2).

2. Ecrire le développement limité à l’ordre 2 en -1 de x 7→ (2 + x)α.

On pose h = x+1, on a (2+ x)α = (1+h)α, comme lim
x→−1

h = 0, on peut écrire que :

(1 + h)α =
0
1+αh+α(α − 1)h

2

2
+ o(h2),

soit
(2 + x)α =

−1
1+α(x+1) +

α(α − 1)
2

(x+1)2 + o((x+1)2).
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26.3 Opérations sur les développements limités

Proposition 26.5 (Somme de développements limités) Soient n ∈ N, x0 ∈ R, α ∈ R et f ,
g deux fonctions définies au voisinage de x0. On suppose que f et g admettent chacune
un développement limité d’ordre n en x0. Alors f +αg admet un développement limité
d’ordre n en x0.
De plus, si on note Pf (resp. Pg , Pf +αg) la partie régulière du développement limité de
f (resp. g, f +αg), on a :

Pf +αg = Pf +αPg .

Exercice 26.3 Donner le développement limité à l’ordre 3 en 0 de x 7→ cos(x) + sin(x).
Ecrivons d’abord que :

cos(x) =
0
1− x2

2
+ o(x3) et sin(x) =

0
x − x3

6
+ o(x3).

Ainsi
cos(x) + sin(x) =

0
1+ x − x2

2
− x3

6
+ o(x3).

Proposition 26.6 (Produit de développements limités) Soient n ∈ N, x0 ∈ R, α ∈ R et f ,
g deux fonctions définies au voisinage de x0. On suppose que f et g admettent chacune
un développement limité d’ordre n en x0. Alors f g admet un développement limité
d’ordre n en x0.
La partie régulière du développement limité de f g est obtenue en ne gardant que les
termes de degré inférieur ou égal à n dans le produit des parties régulières de f et g.

Exercice 26.4 Donner le développement limité à l’ordre 3 en 0 de x 7→ ex

1− x
.

Commençons par remarquer que ex

1− x
= ex × 1

1−x . Ecrivons ensuite que :

ex =
0
1+ x+

x2

2
+
x3

6
+ o(x3) et 1

1− x
=
0
1+ x+ x2 + x3 + o(x3),

Ainsi :

ex

1− x
=
0

(
1+ x+

x2

2
+
x3

6
+ o(x3)

)
×
(
1+ x+ x2 + x3 + o(x3)

)
=
0
1+ x+ x2 + x3 + x+ x2 + x3 +

x2

2
+
x3

2
+
x3

6
+ o(x3)

=
0
1+2x+

5
2
x2 +

8
3
x3 + o(x3).
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Exercice 26.5 Déterminer un développement limité d’ordre 2 en 1 de f : x 7→ expx
x .

Méthode 1: On pose h = x − 1, on a alors ex

x
=

e1+h

1+ h
=

e× eh

1+ h
. Comme lim

x→1
h = 0, on

peut écrire que :

e× eh

1+ h
=
0
e
(
1+ h+

h2

2
+ o(h2)

)
×
(
1− h+ h2 + o(h2)

)
=
0
e
(
1− h+ h2 + h− h2 + h2

2
+ o(h2)

)
=
0
e
(
1+

h2

2
+ o(h2)

)
=
0
e + e

h2

2
+ o(h2)

soit :
ex

x
=
1
e +

e
2
(x − 1)2 + o((x − 1)2).

Méthode 2: On utilise la formule de Taylor-Young à l’ordre 2 , comme f est de classe
C2 sur R∗. On peut écrire que ∀x ∈ R∗,

f ′(x) =
exp(x)x − exp(x)

x2
=
exp(x)
x2

(x − 1), f ′′(x) =
exp(x)

(
2− 2x+ x2

)
x3

Cela donne :

expx
x

=
1

exp1
1

+ (x − 1)exp1− exp1
12

+
(x − 1)2

2
exp(1)

1
13

+ o
(
(x − 1)2

)
=
1
e +

e
2
(x − 1)2 + o

(
(x − 1)2

)

26.4 Utilisation des développements limités

26.4.1 Calculs de limites

Exercice 26.6 Montrer que la fonction f définie sur ]0,1] par

∀x ∈]0,1], f (x) =
2

sin(x)
− 2
ln(1+ x)

est prolongeable par continuité en 0 .

On commence par tout mettre au même dénominateur pour y voir plus clair : ∀x ∈]0,1]

f (x) =
2

sin(x) ln(1 + x)
(ln(1 + x)− sin(x)).
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Les équivalents usuels donnent le comportement du dénominateur:

sin(x) ln(1 + x) ∼
0
x2,

ils ne permettent par contre pas de gérer directement le numérateur (puisqu’il est in-
terdit de sommer des équivalents). On cherche donc un développement limité en 0 du
numérateur (l’ordre est à déterminer pendant le calcul afin d’obtenir au moins un terme
non nul).

ln(1 + x)− sin(x) = x − x2

2
− x+ o

(
x2

)
= −x

2

2
+ o

(
x2

)
∼
0
−x

2

2
.

On en déduit que f (x) ∼
0
−1 et donc lim

x→0
f (x) = −1 ∈ R. La fonction f est donc prolonge-

able par continuité en 0 en posant f (0) = −1.

Méthode 26.2 (Pour calculer une limite) On a maintenant beaucoup de méthodes possi-
bles. Il faut choisir la plus rapide pour résoudre notre problème. Par ordre, on essaiera:

1. de conclure directement (si il n’y a pas de forme indéterminée)

2. de lever la forme indéterminée via une limite usuelle (croissances comparées, taux
d’accroissements,…) ou une technique usuelle (quantité conjuguée, …).

3. de conclure en utilisant les équivalents (attention pas de sommes!)

4. de conclure en écrivant des développements limités à l’ordre suffisant pour sup-
primer le problème.

Exercice 26.7 Calculer
lim
x→0

x sin(x) + 2cos(x)− 2
x4

.

On a :
x sin(x) =

0
x

(
x − x3

6
+ o(x2)

)
= x2 − x4

6
+ o(x4),

et
2cos(x)− 2 =

0
2(cos(x)− 1) =

0
2
(
−x

2

2
+
x4

24
+ o(x2)

)
=
0
−x2 + x4

12
+ o(x4).

Ainsi
x sin(x) + 2cos(x)− 2 =

0
x2 − x4

6
− x2 + x4

12
+ o(x4) =

0
− 1
12

x4 + o(x4).

On a donc :
x sin(x) + 2cos(x)− 2 ∼

0
− 1
12

x4

On conclut que :
x sin(x) + 2cos(x)− 2

x4
∼
0
− 1
12

,

et donc
lim
x→0

x sin(x) + 2cos(x)− 2
x4

= − 1
12

.
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26.4.2 Etude d’une série

Exercice 26.8 Quelle est la nature de la série de terme général un =
1
n
− ln

(
1+

1
n

)
?

On commence par étudier la fonction f définie sur] −1,+∞ [ par :

f (x) = x − ln(1 + x).

On cherche un développement limité en 0 , pour ensuite prendre x = 1
n qui sera bien au

voisinage de 0.
On a que ln(1 + x) =

0
x − x2

2 + o
(
x2

)
, donc par somme de développements limités :

f (x) =
0

x2

2
+ o

(
x2

)
On en déduit

un =
1

2n2
+ o

( 1
n2

)
donc un ∼ 1

2n2 ⩾ 0. Or
∑
n⩾1

1
n2

est une série de Riemann convergente, donc
∑
n⩾1

un

converge également d’après le critère de convergence par équivalents.

26.4.3 Etude locale d’une courbe en un point

Méthode 26.3 Si au voisinage de 0, on a f (x) = a0 + a1x+ a2x
2 + o(x2), alors:

• La droite d’équation y = a0+a1x est tangente à la courbe Cf au point A d’abscisse
0.

• Si a2 < 0 alors Cf est localement située en dessous de sa tangente.

• Si a2 > 0 alors Cf est localement située au-dessus de sa tangente.

Exercice 26.9 Etudier l’allure de la courbe au voisinage de 0 de la fonction définie par

∀x ∈ [−1,+∞[, f (x) = e−2x
√
1+ x.

Commençons par cela écrire le développement limité à l’ordre 2 en 0 de la fonction f .
On lim

x→0
−2x = 0, on peut donc écrire :

e−2x = 1− 2x+ (−2x)2

2
+ o(x2) = 1− 2x+2x2 + o(x2).

De plus, on a également :

√
1+ x = 1+

1
2
x+

1
2
×
(1
2
− 1

) x2
2

+ o(x2) = 1+
x
2
− x2

8
+ o(x2).
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Ainsi

f (x) =
(
1− 2x+2x2 + o(x2)

)
×
(
1+

x
2
− x2

8
+ o(x2)

)
= 1+

x
2
− x2

8
− 2x − x2 +2x2 + o(x2)

= 1− 3
2
x+

7
8
x2 + o(x2).

La courbe Cf admet donc au point d’abscisse 0 une tangente d’équation y = −32x+1 et
comme 7

8 ⩾ 0, on en déduit que la courbe Cf se trouve au-dessus de cette tangente au
voisinage du point (0,1).
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