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Les chaussures sont un instrument pour
marcher, les maths sont un instrument
pour penser. On peut marcher sans
chaussures, mais on va moins loin.

Jean-Marie Souriau (1995)

Dans ce chapitre, nous allons faire le lien entre les matrices et les applications linéaires.
Nous verrons comment représenter une application linéaire par une matrice, comment
en déduire son rang, comment savoir si elle est bijective...

Dans tout le chapitre, tous les espaces vectoriels considérés seront de dimension finie.

25.1 Représentation matricielle

25.1.1 Matrice colonne des coordonnées d’un vecteur

Définition 25.1 Soit E un espace vectoriel et Bg = (e1,es,...,e,) une base de E. Tout
élément x € E s’écrit :

n
X = inei avec x; € R, Vi e [1,n].
i=1

X1

X2
La matrice colonne | .| | est appelée matrice colonne des coordonnées du vecteur x

dans la base Bg.
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Exemple 25.1 On considére le polynéme P(x) = 1+x% +3x> € R3[x]. Le vecteur colonne
1

_ O

de ses coordonnées dans la base (1,x,x2,x3) est

(O8]

25.1.2 Matrice d’une famille de vecteurs

Définition et premiers exemples

Définition 25.2 (Matrice d’une famille de vecteurs dans une base) Soient E un espace
vectoriel de dimension 7 et B une base de E. Soit F = (xl, ... ,xp) une famille de vecteurs
de E.

On appelle matrice de la famille de vecteurs (xl,...,xp) dans la base B et on note
Matg (xl,...,xp) ou Matg(F) la matrice de M, ,(R) dont la j-¢me colonne est la colonne
des composantes de X; dans la base B (pour tout 1 <j<p).

Exemple 25.2 1. Soit E = R® muni de sa base canonique B = (ey, €5, e3). On considére
les vecteurs :
x1=(1,2,3), x%=(201), x3=(1,0,-1), x4=(-1,1,1).
On a alors :
2 1 -1
Matg(xy,xp,X3,%4) = 0
1 -1 1

W o -

2. Dans R", la matrice de la famille (ey,...,e,) dans la base B = (eq,...,e,) est :

Matg(eq,...,e,) = 1,.

3. Soit E = R,[x] muni de sa base canonique B = (1,x,x?). On pose P = x% + 3x + 4.
La matrice de la famille (P,P’,P”) dans la base B est alors :

Matg(P, P’,P”) =

— W
S N W

2
0
0
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25.1.3 Changement de bases pour un vecteur

Exemple 25.3 On se place sur Pespace vectoriel Ry[x]. Soit B = (P}, P, P5) = (1,x,x?%) la
base canonique de R,[x]. On introduit les polynémes :

Q:x—>x ; R:x—>x>+1 ; S:ixrx?-1.

On a montré dans le Chapitre 12 que la famille B’ = (Q, R, S) formait une base de R,[x].
Soit T = 5x2+x—1. Déterminons les coordonnées du polynoéme T dans les bases B et 5.

On obtient facilement la matrice colonne des coordonnées de P dans la base B, notée
X. On a:

X=]1
5

Cherchons ensuite la matrice colonne des coordonnées de P dans la base B’, notée X'.
On cherche donc (A1, 15,13) € R? tel que P=A;Q+A,R+13S5. On a :

5x2+x—1= A x+Ay(x®>+ 1)+ A3(x% - 1)

= (/\2 aty /\3)3(32 ar )\1x+ (/\2 = /\3)

Par identification des coefficients, on obtient le systéme:

/\2 A /\3 = 5 /\1 = 1
/\1 = 1l /\2 + /\3 =
/\2 - /\3 = —1 /\2 - /\3 = —1

On résout facilement ce systéme et on obtient une unique solution

On a donc:

Notons P la matrice des coordonnées des vecteurs de la base B’ dans la base B. On a :

0 1 -1
P =Matg(B)=|1 0 0
01 1
Calculons ensuite PX’, on obtient :
0 1 -1)(1 -1
PX'=[1 0 0 [|2]=]1|=X
01 1/J\3 5

Coincidence 7
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Définition 25.3 (Matrice de passage) Soient B = (ey,...,e,) et B’ = (e},...,e,,) deux bases
d’un espace vectoriel E. On appelle matrice de passage de B a B’, la matrice :

Dz g = Matg(B’) = Matg(ey,..., ;).

(Inversibilité de la matrice de passage) Soient B et B’ deux bases d’'une
espace vectoriel E, la matrice Pg - est inversible et son inverse est Py .

Démonstration. 11 suffit de vérifier que Pg g Pg 3 = 1,,. O

Soient B et B’ deux bases d'une espace vectoriel E et x € E, si
X =Matp(x) et X’ = Matg (x) alors

X =PgpX.

Démonstration. Soient B = (ey,...,e,) et B'=(e},...,e;,), on décompose x dans les deux bases:

n
d’une part, il existe (x1,...,x,) € R" tel que x = inel-,

i=1

n
d’autre part, il existe (xq,...,x;) € R" tel que x = Zx'»e'-.
j=1

Notons Pg 5 = (pi,j)i,j)e[1,n], 00 @ pour tout j € [1,n],

n
, z
ej = pi']'ei.
i=1

Ainsi

=
I
=
=
~.
(9]
—.
I
=
=
~. N
—_—
=
N
o
N ———
Il
=
~
=
~L
NN

Exemple 25.4 Reprenons 'Exemple . La matrice P que nous avions déterminée
était donc P = Pg . On avait donc bien la relation X = Pg 5 X’
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Exemple 25.5 On se place dans Pespace vectoriel E = R3. On note B la base canonique
de R? et on consideére B’ = ((1,1,-1),(-1,1,1),(1,-1,1)) une autre base de E. Soit le
vecteur x = (1,2,3) € R®. Déterminons la matrice colonne des coordonnées de x dans les
bases B et B’.

1
Posons X = Matg(x) =|2|. Commencons par déterminer Pg .
3
1 -1 1
On a: PB,B’ =11 1 -1].
-1 1 1
1
Notons X’ = Matg/(x). On a X =|2]|, on cherche alors X’. On sait que :
3

X=PgpX donc X' =(Pgg)'X soit X' =PggX.

Il nous faut donc inverser la matrice Pg z. Avec la méthode de son choix, on obtient :

1 1 1 0
(13,5,,5,)‘1:E 0 1 1]

1 0 1
On en déduit alors X: 3
1 1 0 1 5

1

X'=3[0 1 1fx|2|= %
1 0 1 3 2
2

25.2  Matrices et applications linéaires

25.2.1 Matrice d’une application linéaire

Définition 25.4 Soit E un espace vectoriel de dimension p € N*, de base Bg = (e, ..., €p)
et F un espace vectoriel de dimension n € N* de base Br = (f1,..., fu)-

Soit f une application linéaire de E dans F, on appelle matrice de ’application f dans
les bases Bg et Bp, notée Matg, s, (f), la matrice de M,, ,(R) dont la j-iéme colonne est
composée des coordonnées du vecteur f(e;) dans la base Bp (pour tout 1 <j<p ).

Attention ! Dans certains livres, la notation Matg,_ 5. (f) peut étre utilisée mais le programme
impose la notation de la définition.
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Illustration

fi

2

fn
Exemple 25.6 On considere l'application linéaire f définie de R3 dans R* par :
Y(x,v,2) € R3,

fl(x,9,2) = (2x+v,4y,7 + z,62).

On note B; = (ey, e5,e3) la base canonique de R® et By = (1, €5, €3, €4) la base canonique
de R*.

1. Déterminer la matrice de 'application f dans les bases B3 et By.
On remarque que
f(e1)=1(2,0,0,0)=2¢
f(eZ) = (1;4, 1; O) =&+ 452 + &3
f(e3)=1(0,0,1,6) = &3 + 6¢4.

Donc :

Matg, 5,(f) =

S O ON
O = R =
N R O O

2. Soit Bj = (e1,e1 +ep,e; —e3) une autre base de R3, déterminer la matrice de
lapplication f dans les bases B3 et By.

On calcule :
f(e1)=1(2,0,0,0) = 2¢;

Par linéarité de f, on a:
f(€1 +€2) = f(€1)+f(€2) = 251 + &1 +4€2 + &3 = 351 +4€2 + &3
fler—e3)=f(e1) = flesz) = &1 — (€3 + 6¢4) = 261 — €3 — 6¢4.

Donc :

Matg, 5;(f) =

S o OoON
S = kW
o



25.2. MATRICES ET APPLICATIONS LINEAIRES 7

Exemple 25.7 Soient B et B’ deux bases d'un espace vectoriel E. On a :

Pgp = Matb”g/(ld).

Exemple 25.8 Soit ¢ ’endomorphisme de R3[x] qui a polynéme P associe son polynéme
dérivé P’. On note B = (1,x,x%,x°) la base canonique de R3[x]. Déterminer Matg 3(g).

On a:

Ainsi

S O N O
S W o O

S O O

Exemple 25.9 Soit M une matrice de M,, ,(R), déterminons la matrice de I'application

linéaire
f . Mp,l([R) B Mn,l([R)
X — MX

Soit By, = (ey,...,€p) la base canonique de M, ;(R) alors

UGW! my mM,p

ma,1 My map
fler)=Mxeq = ) flep) =M xe, = I P flep)=Mxe =

My, 1 My, mn,p

On obtient donc Mat,gwgp(f) =M.

Remarque : Comme une application linéaire est entierement définie par ’image d’une base,
une application linéaire est entiérement déterminée par sa matrice dans deuxr bases domnées.
Cependant, deux matrices associées a une application linéaire sont différentes si on ne con-
sidere pas les mémes bases.
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Définition 25.5 (Application linéaire canoniquement associée a une matrice) Soient (n,p) €
(N)? et A€ M, ,(R), on note B, et B, les bases canoniques respectives de M, ;(R) et
M, 1(R). L’application linéaire f de M, 1(R) dans M, 1(R) qui vérifie MathBp(f) =A
est appelée application linéaire canoniquement associée a A et vérifie :

X1 X1 n
pour tout | : € M, (R), f avec Vie [L,n], ;= Zaijxi,
X

—
P Xp Yn J

=

ou les a;; désignent les coefficients de la matrice A.

Exemple 25.10 On considére la matrice (é g 1). Donner son application linéaire

canoniquement associée.

X
C’est I'application f de M3 ;(R) dans M;1(R) qui a [y | € Mj3;(R) associe
z
_[2x+5y+2z
flemy.) =307 )

On peut le lire horizontalement sur la matrice, ou remarquer que la linéarité de f donne:

1 0 0
f((xx9.2)=xf||0|[+vf[[1]||+=2f||O
0 0 1

(o)) (57

(Matrice d’une forme linéaire) Soit E un espace vectoriel de dimension
p € N* et de base Bg, on rappelle que (1) est la base canonique de I'espace vectoriel R.
Soit f une forme linéaire sur E alors Mat() 3, (f) est une matrice ligne (a p colonnes).

Démonstration. Si f est une forme linéaire de E, f va d'un espace de dimension p dans un
espace de dimension 1 et par définition de la matrice d’une application linéaire, sa matrice
sera (quelles que soient les bases choisies, seul le cardinal de ces bases est important pour la
taille de la matrice) dans M, 1(R). O
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25.2.2 Image d’un vecteur par une application linéaire

2 0 -1
) 1 4 0 , .. . 3
Exercice 25.1 On pose M = 02 6 et on note f I'application linéaire de R dans

0 0 3
R* telle que M = Mg, 5,(f) ot B3 désigne la base canonique de R® et By celle de R*,

1. Pour tout (x,v,z) € R3, déterminer f((x, V,2)).

Notons (e1,e,,e3) la base canonique de R3. Pour tout (x, V,2) € R3, on a :
(x,v,2) = xe; + e, + zes.
Ainsi par linéarité de f on a :

f((x,9,2)) = xf(e1) + v f(e2) + 2f (e3).

On obtient f(eq), f(ez), f(e3) a 'aide de la matrice M, on a alors :

f((x,9,2) =x(2,1,0,0)+v(0,4,2,0) + zf(-1,0,6,3) = (2x — z,x + 4y, 2y + 62, 3z).

2x -2z
* * x+4

2. Calculer M|y |. On a: My:2+6yz.
z z y3Z

3. Que remarque-t-on ?
Cette constatation est générale. On peut la formaliser de la maniéere suivante.

(Interprétation matricielle de I'image d’un vecteur) Soit E un espace
vectoriel de dimension p € N, de base Bg, et F un espace vectoriel de dimension n € N,
de base Br. Soit f une application linéaire de E dans F et A =Matg_p.(f).
Soit x € E, y € F et X et Y les matrices colonnes de leurs coordonnées dans les bases
Bg et Bg. On a :
y=f(x) =Y =AX.

Démonstration. On pose Br = (el,...,ep) et Bg =(fi,...,fy). Comme x € E et y € F, il existe

p n
des scalaires x; et y; tels que x = ijej et y= Zyifi. On pose A = (a,-j)

1<i<n1<j<p’
j=1 i=1
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Par linéarité de f, définition de A, puis interversion des sommes:

[l
Ny
——
| M"c
Q
Ny
=
~.
N —
=~

Ce qui nous donne, par identification des coefficients dans la base F puis par définition du
produit matriciel :

p
y:f(X)@ViG[[l,l’lﬂ, yizzaijxj(::YZAX
j=1
O
Exemple 25.11 On réutilise 'application g de I’Exemple et le polynéme
P(x) =1+ x>+ 3x% de 'Exemple . Alors,
0 1 0 0)(1 0
0 0 2 o0ffo I Vi L B 2 3 5
0 o0 o 3l = o On en déduit que g(P(x)) = 0+ 2x+ 9x” + 0x” = 2x + 9x~.
0 0 0 0J\3 0

On retrouve ainsi bien I’expression du polynéme dérivé.

Remarque : Soit E et F deuzx espaces vectoriels de bases respectives Bg et Bg. Soit f une
application linéaire de E dans F. Notons A =Matg, g (f).
Chercher le noyau de f revient a résoudre le systéme AX = 0.

25.2.3 Opérations sur les matrices d’applications linéaires

Soit E un espace vectoriel de dimension p € N*, de base Bg, et F un
espace vectoriel de dimension n € N, de base Bg. Soit f et g deux applications linéaires
de E dans F et A € R. Alors :

Matg, 5 (Af +g) = AMatg, 5 (f)+Matg_ 3.(g)
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(Matrice d’une composée d’applications linéaires) Soient E,F et G trois
espaces vectoriels de dimension finie, de bases respectives Bg, Br et Bg. Soit f une
application linéaire de E dans F et g une application linéaire de F dans G. Alors :

Matg_p,.(g o f) = Matg_p.(g)Matg, 5 (f)-

Démonstration. On pose Bg = (61,...,ep), Br=(fi,---» fn) €t Bg =(g1,.--,8m)- On pose

(i )<i,j>eu1,nﬂxu1,pﬂ =Matg, g, (f)

et

(bij)(i,j)e[[l,m]]x[[l,n]] =Matg, 5, ()

La matrice Matg_3,(g o f) est la matrice dont les vecteurs colonnes sont les coordonnées des

vecteurs (go f )(e]-) dans la base Bg, on va donc commencer par calculer ces vecteurs. Soit
j €[1,p], par linéarité de f et de g, on a :

(g0 )(e)=2(f(¢f))

n

= Zal]g (fi)
i=1
n

R )

i=1

m

= [Zbklal]]gk
1

n
Or Zbkiﬂij correspond au terme de la k-ieme ligne et j-iéme colonne de la matrice Matg_ 5.(g)Matg, 5, (f),
i=1
par formule du produit matriciel. D’ou le résultat. ]

Remarque : Composer des applications linéaires revient donc a multiplier des matrices.

Exemple 25.12 Soit E un espace vectoriel de base B.
Un endomorphisme f de E est un projecteur ssi f o f = f. Notons P = Matg 5(f). La
condition f o f = f se traduit par :

P> =P.
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25.2.4 Rang d’une matrice

Définition 25.6 (Rang d’une matrice) Soit (1,p) € (N*)? et A € M, p(R). On appelle rang
de la matrice A et on note rg(A) le rang de la famille des vecteurs colonnes de A dans

Mn,l(IR)'

Exemple 25.13 Quel est le rang de la matrice A =

[ NS T

W W N

= U1 W
o)

Notons Cy, C, et Cj les colonnes de A. On remarque que C3 = C; + C,. Donc

1 2
rg(A)=rgl||2],|13||=2
1)1\3

car les deux vecteurs ne sont pas colinéaires et forment donc une famille libre.

(Matrice de rang nul) Soit (1,p) € (N*)? et A€ M, p(R). On a:

1g(A)=0 & A=0.

Démonstration. Les seules familles de M, ;(R) de rang 0 sont celles qui ne contiennent que
des vecteurs colonnes nuls, d’ou le résultat. ]

(Lien entre rang d’une application linéaire et de sa matrice) Soit E un
espace vectoriel de dimension p € N*, F un espace vectoriel de dimension n € N* et f
une application linéaire de E dans F. Soit A la matrice de I'application f dans les bases
Bg et Br. On a:

rg(f) = rg(A).

Démonstration. On pose Bg = (el,...,ep). Les colonnes de A sont formées des coordonnées
des vecteurs f (e;) dans la base Br. Donc par définition du rang d’une matrice, le rang de A
est égal au rang de la famille ( fler),.... f (ep)). Par ailleurs, comme Bg est une base de E, on

sait que la famille (f(el),...,f(ep)) engendre Im(f). D’ot rg(A) = dim(Im(f)) =rg(f). O

Remarque : Le rang d’une application linéaire est donc le rang de n’importe laquelle de ses
matrices associées : le choix des bases n’importe pas.

Rang de la transposée) Soit (11,p) € (N*) et A € M, ,(R). On a :
p P

rg(A) =rg(‘A).
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Remarque : Par conséquent, le rang de A est égal au rang de la famille formée par ses colonnes
mais également au rang de la famille formée par ses lignes.

Méthode 25.1 (Calcul du rang d’une matrice) Pour calculer le rang d’une matrice, on
peut appliquer le pivot de Gauss sur les colonnes de la matrices jusqu’a obtenir une
matrices triangulaire.

Si cela est plus simple, on peut décider d’appliquer le pivot de Gauss sur les lignes,
puisque le rang d’une matrice et le méme que celui de sa transposée.

Exercice 25.2 Soit l'application linéaire f : R3> — R* dont la matrice dans les bases
canoniques est donnée par :

1 1 1

-1 1 -1
A= 2 1 17}

1 2 -1

Déterminer le rang de f.

On note C;, C,, Cj les colonnes de la matrice A, on effectue les opérations suivantes

C2<—C2—C] et C3<—C3—C],

1 0O o0
-1 2 0
rg(A) - rg 2 _1 _1
1 1 -2
1 0 0
N -1 2 0 . .
Il reste a montrer que les vecteurs g et | 1 forment une famille libre.
1 1 —2
Soit (A1, Ay, A3) € R® tel que
1 0 0 0
-1 2 0 0
/\1 2 + /\2 _1 + /\3 -1 0
1 1 -2 0

Par identification, on obtient Ay = 0 puis 21, = 0 et enfin —A3 = 0. La famille est donc
libre et rg(A) = 3.
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25.3 Cas des endomorphismes et des matrices carrées

25.3.1 Matrice d’'un endomorphisme

Définition 25.7 Soit E un espace vectoriel de dimension p € N*, de base B = (el,...,ep)
et f un endomorphisme de E. On appelle matrice de ’endomorphisme f dans la base
B, notée Matg(f), la matrice carrée de M,(R) dont la j-iéme colonne est composée des

coordonnées du vecteur f (ej) dans la base B (pour tout 1 <j<p).

Exemple 25.14 On considere f 'endomorphisme de R3 défini par :
Y(x,v,2) € R, f(%,2) =(3x—2z,x+ 2y +z,—x+ 3y — 4z2).

Soit B la base canonique de R? alors on a :

0 -1
Matg(f)=|1 2 1
-1 3 -4

Remarque : Si E est un espace vectoriel de base B = (ey,...,ep).

On remarque que pour tout i € [1,p], Idg(e;) = e; donc la matrice associée a l’endomorphisme
identité est I, et ne dépend pas de la base de E choisie.

Notons O lapplication nulle de E, on remarque que pour tout i € [1,p], 6(e;) =0 donc la
matrice associée a l'endomorphisme nul est la matrice nulle 0, et ne dépend pas de la base de
E choisie.

(Formule du binéme de Newton pour deux endomorphismes) Soit E
un espace vectoriel et f et g deux endomorphismes de E qui commutent i.e. tel que
f og=gof alors pour tout n e N,

n

(f+8)" = Z(Z)fk og"™.

k=0

(Formule du binéme de Newton pour deux matrices) Soit p € N*. Pour
tout (A,B) € (/\/lp(lR))2 tels que AB = BA et pour tout n € N,

(A+B)" = i(Z)AkB”‘k.

k=0
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2 10
Exercice type 25.1 On définit la matrice A={0 2 1|
0 0 2
1. Vérifier que A = 2I3+] avec | une matrice & déterminer.
On a:
2 0 0 01 0
A=(0 2 0O[+|0 O 1}.
0 0 2 0 0 O
01 0
En posant /] =|0 0 1|, on obtient donc A =21, +].
0 0 O

2. Calculer J" pour tout n € N.

On a:

0
7> =|0 et J3=
0

o O O
oS o =

0 0 0

0 0 0f.

0 0 0
:03.

n-3 = 03 X]n—3

~

Ainsi pour tout n> 3, J" =J3 x

3. Calculer A" pour tout n € N.

On a: A" =(2I3+])". Comme la matrice 2I3 commute avec la matrice J, on peut
appliquer la formule du binéme de Newton et on a :

n

A" =(J+2I3)" = Z(Z)]k(213)”_k-

k=0

Or JP =0 pour p > 3, ainsi

A= (2)10(213)” + (T)Il(ﬂg)’“‘l + (’;)12<213>”‘2

-1

— 21113 + n2n—1]+ n(n2 )2n—2]2

2" 0 0) (0 n2"! 0 0 0 n(n-1)2"3
=10 2" ol|+{o o w2"'|+|0 O 0

o o 2" lo o 0 0 0 0

2" 2"l p(n-1)2"3
=lo 2" n2"1

0 0 i
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25.3.2 Isomorphismes

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et 3 une base de E, soit
f un endomorphisme de E alors f est bijectif si et seulement si Matg(f) est inversible
et on a alors Matg(f ™) = (Matg(f))L.

Démonstration. On note n € N* la dimension de E et B = (ey,...,e,) une base de E.
(=) Supposons que f est bijective. Alors elle admet une réciproque f et fof 1= 1dp.
En passant aux matrices associées, on trouve :

Mats(f)Mat(f ') =Matg(f o f™') = Mat (Idg) = I,.

Donc Matg(f) est inversible et Matg (ffl) = (MatB(f))fl.

(&) Réciproquement, supposons que A = Matg(f) est inversible. Soit g 'endomorphisme
de E tel que les coordonnées de g(e;) dans la base B sont les vecteurs colonne de A7l Ona
alors, en notant E; la matrice des coordonnées de e; dans la base B, Vi € [1,n],

(g0 f)(e;) =e;, car Matg(go f)E; = A" AE; = I,E; = E;.

d’ou go f =1Idg. Puisque f est un endomorphisme, elle est bijective et d’inverse g. Par
construction de g, on a de plus Matg (f_l) =Matg(g) = (Matg(f))_l. O

Exemple 25.15 Soit f l’endomorphisme de R? défini pour tout (x,p) € R? par
f((x,9)) = (x+2y,2x + 2y). Montrer que f est bijective et donner 'expression de sa
réciproque.

1 2
La matrice de f dans la base canonique est ( 5 2). Comme 2—4 = -2 # 0, cette matrice

1 (2 —2)_{‘1 ﬂ]
—2\-2 1 1 —=f
2
2x-y
2 )

est inversible, d’inverse

Donc f est bijective et ¥(x,p) € R?, f~((x,9)) = (y — X,

(Matrice de rang n) Soit n € N* et A€ M,(R), on a :

rg(A) =n < A est inversible.
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Démonstration. On pose f l'application linéaire canoniquement associée a la matrice A.
D’apres la proposition précédente, A est inversible si et seulement si f est bijective. Or
on a vu dans le Chapitre 20 qu’un endomorphisme f de R” est bijectif si et seulement si son
rang est égal a n. Comme le rang d’une matrice est égal au rang de toute application linéaire
qui lui est associée, on en déduit :

rg(A) =n &rg(f) =n <= f est bijective &= A est inversible .

25.3.3 Polynoémes d’endomorphismes

Définition 25.8 (Polynéme d’endomorphisme) Soit E un espace vectoriel de dimension

p
ne N et f un endomorphisme de E. Soit p € N et P(x) = Zaixi € R[x]. On appelle
i=0
. | 1
P(f) 'endomorphisme de E défini par P(f) = Zaif’.
=0

Exemple 25.16 Soit P(x) = 3x2+2x+4 et f un endomorphisme de E alors :

P(f)=3f%+2f +4ld=3f o f + 2f +4Id.

Définition 25.9 (Polynéme de matrice carrée) Soit n€ N*, Ae M, (R), pe N et
P

p
P(x) = Zaixl € R[x]. On appelle P(A) la matrice de M,,(R) définie par P(A) = ZaiAl.
i=0 i=0
Exemple 25.17 Soit P(x) = 3x” + 2x + 4 et A une matrice de M,,(R) alors :

P(A)=3A%+2A + 41,

(Régles de calcul) Soit P et Q deux polyndémes de R[x] et A € R. Soit
f un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie n € N*. Alors,

(AP+Q)(f) = AP(f)+Q(f) et (PQ)(f)=P(f)oQ(f)

De méme, soit A € M, (R), alors

(AP+Q)(A) = AP(A)+Q(A) et (PQ)(A)=P(A)Q(A)
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Démonstration. On va montrer le résultat sur les polynémes d’endomorphisme, celui sur les

polynoémes de matrice s’en déduit ensuite directement.
p

p
On pose P(x) = Zaixi et Q(x) = Zbixi.
i=0

i=0

p
o (AP+Q)(x)= Z(/\ai +b;)x', ot :

1=0

p p p
AP+Q)(f)=) (Aai+b)f' =AY aif'+) bif = AP(f)+Q(f)
=0 i=0 i=0

1

p
e Soit keN. On a : P(x) x xk = Zaixi+k, ainsi :
i=0
p p '
ZalfHk — Zalfzofk :[Zaifl]ofk :P(f)Ofk
i=0 i=0 i=0
p .
Or (PQ)(x) = Zb, (P(x)x’) par linéarité de la somme. On obtient alors
1=0
p r
(PQ)(f)=) biP(f)of'=P(f)o ) bif'=P(f)oQ(f)
i=0 i=0

Définition 25.10 (Polynéme annulateur) Soit E un espace vectoriel de dimension n € N
et f un endomorphisme de E. Soit P € R[x], on dit que P est un polynéme annulateur
de f lorsque P(f)=0.

Remarque : On peut de méme parler de polyndme annulateur d’une matrice A si P(A) = 0.

Exemple 25.18 Dans le cas d’un projecteur p, on a pop = p donc p? = p soit p>—p =0
ainsi le polynéme x? —x est un polynoéme annulateur de p.

Méthode 25.2 (Polynéme annulateur et calcul d’inverse) Il est possible de déterminer
la réciproque d’un endomorphisme en utilisant un polynéme annulateur (qui doit alors
avoir un terme constant non nul).

On peut également calculer 'inverse d’une matrice a I'aide d’un polynéme annulateur
(qui doit avoir également un terme constant non nul). c¢f Chapitre 6
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Exercice 25.3 Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie E et
P(x) = 2x3+x+3. On suppose que P est un polynéme annulateur de f. Montrer que f
est bijective et déterminer une expression de f -1
Les hypothéses nous donnent 2f3 + f + 3Idg = 0, c’est-a-dire

2fofof+ f+3Idg =0.
Donc f o (2](2 +IdE) = —3Idg et par linéarité de f,

fo(_2f2+1dE

= Idp.
3)dE

Comme f est un endomorphisme, on en déduit que f est bijective et on trouve :

a2 1
f 1:—§f2—§IdE.

Exercice 25.4 Soit A € M3(R) et P(x) = x>+ 5x+2. On suppose que P est un polynéme
annulateur de A. En déduire que A est inversible et donner une expression de A™'.

Les hypothéses nous donnent A% +5A + 23 = 0. On en déduit que
A(A ar 5[3) = —213

et donc

A(—A +2513 ) _ 13'

Donc A est inversible et
>

Méthode 25.3 (Polynéme annulateur et puissance de matrice) Les polynémes annulateurs
permettent aussi de calculer les puissances d’'une matrice.

Exercice 25.5 Soit A € M;3(R) et P(x) = x> —5x+6. On suppose que P est un polynome
annulateur de A. En déduire une expression de Ak , pour k € N.
Les hypotheses nous donnent :
A% -5A+6I;5 = 0.
On en déduit que A2 = 54 —615. Donc, par multiplication par A,
A% =5A% - 6A =25A-30I;-6A=19A-30I;.

On pourrait tenter de conjecturer ainsi ’expression cherchée, puis la montrer par récur-
rence. Mais ce serait long...
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On va plutét se servir de la division euclidienne des polynomes.
Soit k € N*, effectuons la division euclidienne de xk par P(x) : il existe des uniques
polynémes Q(x) et R(x) = ax+ b € Ry[x] tels que :

xk = P(x)Q(x)+ax+b

En particulier, AR =gA+bI 3 puisque P(A) = 0. 1l suffit donc de déterminer a et b pour
obtenir les puissances de A.
Pour cela on recherche les racines de P:
A=25-24=1>0, donc P admet deux racines réelles distinctes : 3 et 2. On en déduit
le systeme:

3k=34+bet 28 =2a+0.

Donc a=3%-2F et b=3x2K-2x3kK Dot Vk e N,
AR = (35 -2F) A+ (3x 2" - 2% 341,

Ce qu’on peut maintenant simplifier en remplacant A par sa expression si on la connait.
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