o, Nl q{ N 3 3y o L
1.___ Rappels decalcylsalgeb,rlqy

""--..H.

R N, R

- ;_"'--.. i ; r-'i?;_. : i
es. Elements de logique..
- ot ':?H d—"“. ::‘..-¢;—_ ;&f iF

. _—

g ; 1.1 hEnsembIes de nombres|
: 1.1.1 Les ensembles usuels de nombresl
1.1.2 Intervalles de [RI

it 2 talculs dans les réel4

1.2.1 ~ Fraction de deux nombres réelsi

1.2.2 Puissance entiere d'un nombre rée|

1.2.3 Racine carrée d'un nombre réel positi?i

.24 |dentités remarquablesl

1.3 hésolution d’équations et d’inéquationsl
131 Equationd
[l 5+2 Inéquations’

1.4 tléments de Iogiquel
1.4.1 Quantificateurs’
1.4.2 Connecteurs Iogiquesl

L’étude des mathématiques est comme
le Nil, qui commence en modestie et
finit en magnificence.

Charles Caleb Colton

Dans ce chapitre sont rappelées les notions et techniques vues au lycée, pour calculer,
manipuler des expressions littérales, résoudre des équations ou inéquations...

Dans le dernier paragraphe, nous abordons quelques notions de logique avec 'utilisation
des quantificateurs et des connecteurs logiques.

1.1 Ensembles de nombres

1.1.1 Les ensembles usuels de nombres

Rappelons les notations usuelles des principaux ensembles de nombres :
e N désigne ’ensemble des entiers naturels : 0, 1, 2, ...

e 7 désigne I'ensemble des entiers relatifs : ensemble des entiers naturels et de leurs
opposés : 0, 1,-1,2, -2, ....

e D désigne I'ensemble des nombres décimaux : ensemble des nombres qui peuvent s’écrire
avec une quantité finie de chiffres apres la virgule.

p

e () désigne I’ensemble des rationnels : ensemble des quotients — avec p un entier relatif
q

et g un entier naturel non nul.
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e R désigne ’ensemble des réels : il contient, outre les rationnels, des nombres dits irra-
tionnels tels que \/E, T, ...

Ces ensembles de nombres s’emboitent de la fagon suivante :

R n 12367
D 0.008
Z -1 10025 | 3
25
27
3
37 - V4 !
— 106
1.2
V2

Notations :
o Les ensembles précédents privés de 0 sont respectivement notés N*, Z*, D*, Q* et R*.
e On note R, lensemble des réels positifs : R, =[0;+oc0[={x € R|x > 0}.

e On note R_ l’ensemble des réels négatifs : R_ =] —o00;0] = {x € R|x < 0}.

Exemple 1.1 Décrire les ensembles suivants : Z,, Z*, N_ et N*.
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1.1.2 Intervalles de R

Pour tous a,b € R tels que a < b, on introduit différents ensembles de nombres appelés inter-
valles de R :

e segments ou intervalles fermés : [a;b] ={x€R|a < x < b};

[/ / / /] -
l/ 7 7 7 J
—00 a b +00

e intervalles ouverts : |a;b[={x € R|a<x<b}

la;+oo[={x € R| x> a}

W 1)1 1)1 1)1 .
7777 7777 7777 7777
—00 a +00
et |—oo;b[={xeR|x<b};
L S {
—co b +00
e intervalles semi-ouverts a droite : [a;b[={x e R|a < x < b}
[/ |
[7777777 s
—00 a b +00
et [a;+00[={x€R|x >a};
[/ 1)1 1)1 1)1
[7777777 7777 7777 7
—00 a +00
e intervalles semi-ouverts a gauche : la;b]={x € R|a<x < b}
|V ] .
77 7777 |
—00 a b +00
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et |—oo;b] ={xeR|x < b}

Remarque : On peut aussi étre amené a considérer des intervalles d’entiers. Pour tousa,be 7
tels que a < b, on note [a;b] l’ensemble des entiers compris entre a et b :

[a;0] ={neZ;a<n<b)

Par exemple, [[0;2] = {0;1;2}.

1.2 Calculs dans les réels

1.2.1 Fraction de deux nombres réels

a a 1
Définition 1.1 Lorsque b = 0, le réel 3’ défini par 5= ax —, est le quotient de a par b.

b

a
Le réel a est le numérateur et le réel b est le dénominateur de la fraction b

INTERDIT ! p
o n’a AUCUN sens !

Remarque : Par définition, « diviser » par b revient donc d « multiplier par son inverse » —.

b

(Rége de simplification de fractions) Soient a et b deux réels, avec b = 0.

Si ¢ est réel non nul, alors :
axc a

bxc b’

32
E le 1.2 A=—
xemple 0

+ a
Attention ! Cela ne fonctionne pas avec les additions 7 * 7 général. Par exemple
2+7 9 7
= — est différent de —.

249 11
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(Opérations sur les fractions) Soient a,b,c,d des réels tels que b= 0, c = 0
et d=0.

0 a
e Pour a =0, EZO et pour tout a, T:a,

a " a —a a
— =0 e _— = — = ——
-1 -b b b’

o Addition de fractions
a+b _a b

c c c

Pour additionner (ou soustraire) des fractions, on ajoute (ou soustrait) leurs
numérateurs APRES les avoir mis au méme dénominateur.

e Multiplication de fractions

axc _axc
b~ d bxd
e Division de fractions
1 b b £ d
T=1x—-=— et %:Ex—.
5 a a 4 b

Diviser par une fraction revient a multiplier par son inverse.

Exemple 1.3 Donner I’écriture des nombres suivants sous la forme d’une fraction irré-

ductible :
3 2
A==-—--=
* 0TS
2
e B= Z X g
3
o C= %
5
Remarque :

o Pour multiplier deux fractions, il est hors de propos de les réduire au méme dénomina-
teur.

o Au fur et a mesure des calculs de fractions, on cherchera d simplifier les fractions en
présence (a l'aide de la seule régle ), afin d’alléger au maximum ses calculs.

o Les résultats seront toujours donnés sous forme de fraction irréductible.
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1.2.2 Puissance entiére d’un nombre réel

Définition 1.2 Soit n un entier naturel non nul et a un réel.

e Le réel noté a" (lire « a puissance n ») est le produit de n facteurs tous égaux a

a, i.e

a'=axax---xa
~—_——
n facteurs

e Sia est non nul, on a :

e Par convention, a° =1

Exemple 1.4

on a :

Démonstration.

A

o 24

o 274

(Régles de calcul) Pour tous réels a et b et tous entiers relatifs m et n,

m
a -
a™ x g = g"n £ gmen (a™)" = g™"
an
a\" a"
@) =a" (7)) =5
b) T

O]

Attention ! Pour un entier n négatif, ’écriture a”* n’a de sens que lorsque a est non nul.
Autrement dit, ’écriture a” peut implicitement contenir un « dénominateur » si la puissance
n s’avere négative. Par exemple, I’écriture a

~12 ’a de sens que lorsque a est non nul, puisque

la puissance n = —12 est négative.

Exemple 1.5 Calculer les nombres suivants :

e A=22x2"%x2

38

[ B:3—7
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1.2.3 Racine carrée d’un nombre réel positif

Définition 1.3 Soit a un réel positif ou nul. On appelle racine carrée de a, I'unique réel
positif (ou nul) x solution de I’équation x? =a. On le note x = Va.

Exemple 1.6 On pourra retenir les valeurs remarquables suivantes :

Vo=0, Vi=1, V4=2, V9=3, Vi6=4, V25=5 V36=6 V49=7..
Soient a et b deux réels positifs, on a :

Vaxb=+axVb, Va2 =q, et \/2:% si b=0.

INTERDIT ! Va+b = Va+ Vb en général. Par exemple, si on choisit a=9 et b =16, on a : @
Va+b=V9+16=v25=5 mais Va+Vb=V9+V16=3+4=7

Remarque : 1l n’est pas inutile de remarquer que les régles de calcul pour la racine carrée et
les puissances sont analogues pour la multiplication et la division :

Vab = aVb S (ab)" =a"b" et \/% = \/Ti s (%)n = Z—:.

Définition 1.4 Soit a un réel et b un réel positif. On dit que a— Vb et a+ Vb sont des
quantités conjuguées I'une de I'autre.

Exemple 1.7 e La quantité conjuguée de 2 + V3 est
e La quantité conjuguée de V2 + V3 est
e La quantité conjuguée de V5 - V7 est
Méthode 1.1 (Pour simplifier des fractions contenant des racines carrées) Selon les cas :

. . a p .
e Premier cas : Expression de la forme — avec a un réel et b un entier.
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Pour faire disparaitre la racine carrée, on multiplie par Vb au numérateur et au
dénominateur.

avec a un réel et b un

e Deuxiéme cas : FExpressions de la forme

1 1
ou
a+Vb  a-Vb
entier.

Pour faire disparaitre les racine carrées, on multiplie la fraction au numérateur et
au dénominateur par la quantité conjuguée.

2
Exemple 1.8 e Premier cas : Soit A= —
3

o Deuxiéme cas : Soit

1

b= vs

1.2.4 Identités remarquables

Les deux transformations élémentaires du calcul littéral sont le développement et la factori-
sation. Elles doivent absolument étre maitrisées. Rappelons que

e « Développer une expression consiste a transformer un produit en une somme »
e « Factoriser une expression consiste a transformer une somme en produit ».
Les calculs peuvent étre raccourcis en utilisant les identités remarquables rappelées ci-dessous.
Soient a et b deux réels. On a :
1. (a+b)> =4’ +2ab+0b?,
2. (a—b)? =a*—-2ab+1b?,

3. (a-b)(a+b)=a®-b%

Exemple 1.9 Développer les expressions suivantes :
o A=(2x-1)?
e B=(a-2)(3a+1)

e C = (2y-1)(2yp+1)(y+2)
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Exemple 1.10 Factoriser les expressions suivantes :
o A=4x>-2x%+8x

e B = (5x-2)(x—-1)—(4x-3)(5x-2)

e C=81x*-16

1.3 Résolution d'équations et d'inéquations

Méthode 1.2 (Résolution d’(in)équations) Pour résoudre une équation ou inéquation :
1. On détermine I’ensemble de définition.
2. On résout I'(in)équation.

3. On vérifie que les solutions trouvées sont bien dans ’ensemble de définition.

W

. On n’oublie pas de conclure.

Remarque :

1. Pour les (in)équations compliquées, se ramener au cas ot un membre est nul et factoriser,
puis utiliser la propriété du produit nul ou dresser un tableau de signes.

2. Vérifier que les valeurs trouvées sont effectivement des solutions de 1’(in)équation de
départ est toujours une bonne idée !

1.3.1 Equations

Equations du premier degré

Soient a et b deux réels avec a = 0. L’équation ax+b = 0 admet pour
unique solution :

Exemple 1.11 Résoudre I’équation (E) : 3x+1 =0.
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Soient a, b et ¢ des réels avec a = 0 et A = b®> — 4ac. Trois cas sont
possibles :

e Si A <0, I'équation ax? + bx +c = 0 n’admet pas de solution réelle.
. s : 2 : o b
e Si A =0, I'équation ax” + bx +c =0 admet une unique solution réelle x, = r et
a
on a la factorisation ax® +bx+c =0 = a(x — xg)>.

e Si A >0, 'équation ax® + bx +c = 0 admet deux solutions réelles :

_-b-VA _-b+VA

X1 2a ¢ X2 2a

et on a la factorisation ax® + bx +c¢ =0 = a(x — x1)(x — x5).

Exemple 1.12 Résoudre Péquation (E) : 2x> +x—6 = 0.
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Equations avec un quotient
Un quotient est nul si et seulement si son numérateur est nul :

A
SiB=0, E:O:AZO'

x+3
Exemple 1.13 Résoudre I’équation —— =0 .

V2

Méthode 1.3 (Résolution d’un équation quotient) Avant de résoudre une équation quo-
tient, on doit chercher les valeurs pour lesquelles le dénominateur s’annule. On appelle
ces valeurs des « valeurs interdites ». On cherche ensuite les valeurs pour lesquelles
le numérateur s’annule et on vérifie que les solutions trouvées ne sont pas des valeurs
interdites.

Exemple 1.14 Résoudre I’équation (E) :

Remarque : Il est parfois nécessaire de faire quelques calculs avant de se ramener d une équa-
tion quotient. Ainsi, si une equation contient plusieurs fractions rationnelles, on commence
par réunir tous les termes dans un seul membre de [’équation et on met toutes les fractions au
méme dénominateur pour pouvoir les additionner et obtenir une seule fraction rationnelle.
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Exemple 1.15 Résoudre I’équation (E) :
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1.3.2 Inéquations
Inéquations du premier degré

L’expression ax + b change de signe au point ou elle s’annule. On a alors deux tableaux de
signe, selon le signe de a :

Cas a>0 Cas a<0
b b
X —00 —_— +0o0 X —00 — +0o0
a a
signe de B signe de 3
[alx+b 0 = [alx+b 0

: N

y=ax+b y=ax+b
0 b X 0 b X
a la

/|

Remarque : Plutdt que d’apprendre par coeur ces résultats, il est vivement conseillé de savoir
retrouver les résultats précédents da partir de la résolution de linéquation ax+b > 0 (par
exemple) ou de la représentation graphique de la fonction f : x +— ax+D.

Exemple 1.16 Résoudre I'inéquation (I) : =3x+ 1 < 0.

Inéquations du second degré

Le signe du trindme ax?+ bx + ¢ dépend du signe de a et du signe du discriminant A. Dés lors,
ilya6cas:
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e Si A>0, on note x; et x, les racines de sorte que x; < x, et on obtient les tableaux de
signe et représentations graphiques suivants :

Casa>0 Cas a<0
X —00 X1 X2 +00 X —00 X1 X +00
ax® +bx+c + 0 - 0 + ax® +bx+c -0 + 0 —
Y Y
Xl/’E\@
b X
| 2a
b
2a /

e Si A =0, on note x; la racine et on obtient les tableaux de signe et représentations
graphiques suivants :

Cas a>0 Cas a<0
X —00 X0 400 X —00 X0 400
ax® +bx+c + 0 + ax® +bx+c - 0 -
y I b
| 24
X
b X
" 2a

e Si A <0, le signe de ax®+ bx +c est le méme que celui de a. On obtient les tableaux de
signe et représentations graphiques suivants :
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Cas a>0 Cas a<0
X —00 +00 X —0c0 +00
ax® +bx+c + ax> +bx+c B
y Y1
| 2a
: x
b X
2a
(En résumé) e Si A <0, le trindme ax? + bx + ¢ est du signe de a.

e Si A>0, le trindme ax?® +bx + ¢ est du signe de a a Iextérieur (ou en dehors) des
racines.

Exemple 1.17 Résoudre linéquation (I) : —2x*> —x+6 > 0.
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Inéquations avec un quotient

Exemple 1.18 Résoudre 'inéquation (I) :
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1.4 Eléments de logique

1.4.1 Quantificateurs

Notations :

e Le signe ¥V placé devant une variable x signifie « quel que soit x...»
e Le signe 3 placé devant une variable x signifie « il existe (au moins) un x...»

o Le signe 3! placé devant une variable x signifie « il existe un unique Xx...»

Exemple 1.19 o « VxeR, x2+1>0 » se lit :
o « dx€]0;+o0[, x2—6x+1=0 » se lit :

n(n+1)
2

o « dln e N, =3 » se lit :

Remarque : Dans un énoncé, l'expression « il existe un x » signifiera toujours implicitement
qu’il en existe au moins un. L’unicité sera toujours explicitement indiquée.

Définition 1.5 (Différents types d’énoncés mathématiques)

e Une proposition (ou assertion) mathématique est une affirmation pouvant étre
vraie ou fausse.

e Un théoréme est une proposition qui a été démontrée.
e Un lemme est un théoreme servant a établir un théoreme plus important.

e Un corollaire est un théoreme qui est une conséquence d’un autre théoreme.

Exemple 1.20 e La proposition «¥Vx € R, exp(x)> 0»
e La proposition «Vx e R}, In(x)>0 »

o «YxeR, (2x+1)e™ »

Exercice 1.1 La proposition P; : « entre 17 et 29 , il existe un multiple de cinq »
est-elle vraie?
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Le travail du mathématicien est d’établir si des assertions sont vraies ou fausses. Pour
cela, il faut savoir parfaitement traduire un énoncé en francais en langage mathématique. Il
est donc important de bien connaitre les différents quantificateurs mathématiques.

Exercice 1.2 Ecrire les énoncés suivants avec des quantificateurs.

1. Pour tout nombre strictement positif x, il existe un nombre non nul dont le carré
est strictement inférieur a x.

2. La somme de deux réels est commutative.

3. Il existe un unique réel x tel que f(x) est égale a zéro.

Attention ! On ne peut pas échanger ’ordre des quantificateurs comme on veut !

Les quantificateurs du méme type commutent. Par exemple, il est équivalent de dire :
«WxeRVyeRx+y=y+x» ou «VpeRVxeRx+y=p+xn

En revanche, de maniére générale, on ne peut pas intervertir des quantificateurs de types
différents. Par exemple, pour une fonction réelle f, il n’est pas équivalent de dire :

« AM>0,VxeR, f(x) <M » et «VxeRIM>O0,f(x)< M »

Quelle est la différence entre ces deux énoncés?

Attention ! Quantificateurs ou texte : il faut choisir !

Dans une méme proposition, il ne faut pas mélanger du texte et des quantificateurs.
Par exemple, il ne faut pas écrire « Yx € R, f(x) est plus petit que 2. »

I1 faut choisir entre « Vx € R, f(x) < 2 » et « Pour tout x réel, f(x) est inférieur a 2 ».
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1.4.2 Connecteurs logiques

Les connecteurs logiques permettent de créer une nouvelle proposition a partir d’une ou
plusieurs.

Définition 1.6 Soient P et @ deux propositions.

e Négation : La négation (non P ) de la proposition P est la proposition qui dit le
contraire de P. Elle est vraie lorsque P est fausse et elle est fausse quand P est
vraie.

e Et : La proposition (P et Q) est la proposition qui est vraie lorsque a la fois P et
Q sont vraies.

e Ou : La proposition ( P ou Q ) est la proposition qui est vraie lorsque soit P soit
Q est vraie (soit les deux).

e Implication : La proposition (P = Q) est vraie dés lors que si P est vraie, alors Q
est vraie. On dit alors que P implique Q.
L’implication (Q = P) est appelée réciproque de (P = Q).

e Equivalence : La proposition (P < Q) est vraie deés lors que P et Q sont simul-
tanément vraies. En fait,

(P & Q) signifie (P =0 et Q= 7P)

Exemple 1.21 Pour un dé lancé, on considere P : « le numéro sorti est pair » et
Q : « le numéro sorti est supérieur ou égal a 3 ». On a alors :

o non(P) :
o n0n(Q) :
o PouQ):
o (P et Q):

La négation

(Passer a la négation) On utilisera les propriétés suivantes :

e Pour passer a la négation, on remplace les quantificateurs V par des quantifica-
teurs d et vice versa. Cela donne :

non (Yx € E,P(x)) =dx € E, non (P(x)).
non (dx € E,P(x)) =Vx € E, non (P(x)).

e non ( non P))=7P
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e Loi de Morgan :
( non (P ou Q)) = (non(P) et non(Q))

(non(P et Q)) = (non(P) ou non (Q))

Exercice 1.3 Dans chacun des cas suivants, écrire avec des quantificateurs la négation
de la proposition donnée.

1. Soit x un réel. P est « x > 5 ».

2. Soit n un entier. P est « L’entier n est pair ».

3. P est « La fonction réelle f est paire ».

4. P est « La fonction réelle f est majorée ».

5. Pest « 0<x<1n.
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Implication et équivalence
Définition 1.7 Si (P = Q) est vraie, on dit que P est une condition suffisante pour

avoir Q (des qu’on a P, on a Q) ), et que Q est une condition nécessaire pour avoir P
(si on n’a pas Q, on ne peut pas avoir P ).

Exemple 1.22 L’implication Vx € R, « x = x2 » = « x >0 » est vraie, mais

I’implication réciproque est fausse.

Exercice 1.4 On note x un nombre réel. Dire si les implications suivantes sont vraies
ou fausses.

4. (x>3)=(x*>9)
5. (x<-3)=(x*>9)
Définition 1.8 (Condition nécessaire et suffisante) Si (P < Q) est vraie, on dit que P est

une condition nécessaire et suffisante pour avoir Q (pour que Q soit vraie, il faut et il
suffit que P soit vraie). On dit également que Q est vraie si et seulement si P est vraie.

Exercice 1.5 Dire a chaque fois quel type de condition est P pour Q.

1. P : « Avoir son bac » et Q : « Etre admis en ECG».
2. P : « Avoir un frere » et Q : « Ne pas étre enfant unique ».

3. P : « Avoir le droit de voter pour les élections présidentielles » et Q : « Avoir au
moins 18 ans ».

Exercice 1.6 Compléter les propositions suivantes ( x désigne un nombre réel).
L (*=9)e
2. (¥*>9)e

3. (Le triangle ABC est rectangle en A) <
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Remarque : Une équivalence, c’est donc deuzx implications. Il est alors trés souvent judicieux
de démontrer une équivalence en raisonnant par double implication c’est-a-dire en démontrant
les deux implications l'une aprés Uautre. Cela évite beaucoup d’erreurs.

Exercice 1.7 Soit deux réels a et b. Montrer que :

(VnelN, a2"+03"=0) < (a=b=0).

L’implication (P = Q) est équivalente a I'implication suivante : ( non
(Q) = non (P)). Cette implication est appelée contraposée de (P = Q).

Exemple 1.23 La contraposée de la proposition : « s’il pleut alors le sol est mouillée »
est

Exercice 1.8 Donner les contraposées des implications suivantes:

1. VxeR,(x < 0)= (exp(x) < 1)

2. Si deux droites distinctes sont paralleles, alors elles n’ont pas de point
d’intersection.

Remarque : Cette propriété nous donne un outil supplémentaire pour démontrer une implica-
tion. On peut par exemple raisonner par contraposée.
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Exemple 1.24 Soient x et y deux réels distincts de 1.
1

z —.

x-1 p-1

Montrer que si x # p, alors

23
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