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Les séries divergentes sont une invention
du diable et c’est une honte qu’on ose
fonder sur elles la moindre
démonstration.

Niels Abel

Dans ce chapitre, nous allons étudier plus en détail un certain type de suites déja ren-
contrées : les suites définies par une somme, qui sont appelées des séries.
Ces suites particuliéres interviennent souvent en mathématiques, notamment en proba-
bilités, lorsqu’on étudie les probabilités discrétes sur des ensembles infinis.

19.1 Introduction

La considération de sommes infinies est une question naturellement liée a celle du passage a la
limite. Dans la seconde moitié du 5 eéme siecle avant J.C., les Grecs commengaient a entrevoir
les notions d’infini et de continu, opposées a celles de fini et de discret, moins abstraites. Le
paradoxe de Zénon illustre leurs difficultés a formuler ces notions qui ne seront correctement
définies qu’au 19 éme siecle.
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CHAPITRE 19. SERIES NUMERIQUES
19.2 Convergence

19.2.1 Définitions

Définition 19.1 Soit (u,),en une suite. On appelle série de terme général u,, la suite
(S;1)nen définie par :

n
YneN, Sn:u0+u1+~-+un:Zuk.
k=0

La série de terme général u,, est notée > u,, ou parfois simplement E Uy,.

n=0
n

Le réel S, = Zuk est appelé la somme partielle d’indice n de la série Zun.
k=0

n=0

Remarque : Si la suite (u n’est définie qu’a partir d’un certain rang ng, la série de terme
nemarque n/neN q p g Ny,
général u, n’est également définie qu’d partir de ng, ce que l’on note E u,. La suite des

nz=ng
n

sommes partielles est alors (S,),>n,, avec S, = Z Up.

k:no

Exemple 19.1 1. On considere la série Zn.

n=0
Son terme général est : u, = n. Les premieres sommes partielles sont :

So=0, S5:=0+1=1, S,=0+1+2=3, S3=0+1+2+3=6, etc.

De manieére générale, on peut montrer (par récurrence sur n € N) que :

n
1
VieN, S,I:Zk:@.
k=0

- 1 . . .
2. La série E — est appelée la série harmonique.
n
n>1

Son terme général est : u, = —. Les premieres sommes partielles sont :
n
3

1 1 11 1 1 1 25
> Sz3=1l4+-+=-=—, S4=1+

1
= =jlde== , = — 4 4 —
Si=1, S=1+7 2737 % 2t371

Il n’y a pas de formule simple pour la somme partielle S,, d’indice n.

La série E u, étant une suite, on peut s’intéresser a sa convergence.
n=0
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Définition 19.2 Soit Zun une série. Soit S, sa somme partielle d’indice n.
n=0

e Si la suite (S,,),en converge, on dit que la série Zun est convergente.
n=0
La limite S de la suite (S,),en €st alors appelée la somme de la série Zun et on

n=0
note :

n +00
s= .= i [ Y] -3

k=0 k=0

e Si la suite (S,,),en diverge, on dit que la série Zun est divergente.
n=0

e Déterminer la nature de la série consiste a déterminer si elle est convergente ou

divergente.
Attention ! Q
+00
e L’écriture Zuk n’a de sens que si la série converge! Alors que 'écriture Zun a
k=0 n=0

toujours un sens, puisqu’elle désigne une suite.

e Tout comme on ne confond pas la suite (u,), le n-iéme terme u, de cette suite et sa
limite éventuelle ¢, il convient de ne pas confondre la série } u,, la n-itme somme

n=0
n +o00
partielle §,, = Zuk et la somme éventuelle Zuk de la série.
k=0 k=0

e Les sommes infinies ne se manipulent pas comme les sommes finies, puisqu’en réalité,
ce sont des limites, et il faut donc toujours s’assurer de la convergence.

Exemple 19.2 1. Soit la série ) 0.
n=0
Soit (u#,),en la suite définie pour tout n € N par u, = 0.

n
Alors, la somme partielle d’indice n est : S, = ZO =0.
k=0

La suite (S,,),en est donc clairement convergente et sa limite vaut 0, donc la série
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2. Soit la série Zl.
n=0

Soit (u,),en la suite définie pour tout n € N par u,, = 1.
n

Alors, la somme partielle d’indice 7 est : S, = Zl =n+1.
k=0
La suite (S,,),en diverge, donc la série Zl diverge.
n=0

Définition 19.3 (Reste d’une série convergente) Soit (u,),cn une suite telle que la série
Zun converge. On appelle reste d’ordre #n de la série la valeur:

n=0
+00 +00
Ry=) tk=Sy=) i
k=0 n+l1

+00

Remarque : Comme lim S, = > uy, le reste d’une série convergente converge toujours vers

0.

n—+o00

k=0

+00

INTERDIT ! Ca n’a aucun sens de parler du reste d’une série divergente puisque Zuk n’est

k=0

pas défini pour une série divergente.

1 n
Exemple 19.3 On considere la série Z(E) .

n=0
1 n
Son terme général est : u, = (E) .
La somme partielle d’indice 7 est :
n 1 k 1_(%)1”1 1 n+1
Sn:Z(E) :1X—1_l :2(1—(5) )
k=0 2

1 n
La série Z«(E) est donc la suite (S,,),eny définie par :

n=0

1n+1
VneN, Sn:2(l—(5) )

1 1\"
Or, EE]—l;l[donc lim (E) =0 donc lim S, =2.

n—+oo n—+oo
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1 n
La série Z(E) est donc convergente et on a :
n=0

Comme cette série converge, on peut parler de son reste, on a

e 5 )

et lim R, =0.

n—-+oo

Exemple 19.4 On reprend ’exemple de la série harmonique.
Nous avons vu, dans le Chapitre 13 sur la dérivabilité, qu’on pouvait montrer grace a
I'inégalité des accroissements finis, que pour tout k > 1,

1
In(k+1)—1In(k) < x
En sommant ces inégalités pour k variant de 1 a n, on obtient alors

n n

Z(ln(k+ 1)-In(k)) < % =S,.
k=1 k=1

n

Y (In(k+1)=In(k)) = iln(k +1)— iln(k)
k=1 1

kzl k:
n+1

_ Zln(j)— Zln(k)
j=2 k=1

=) In(j)+In(n+1) —[Zln(k) +1n(1)]
j=2 =2

=In(n+1).
Puisque lim In(n+ 1) = +oc0, on en déduit, d’aprés le théoreme de comparaison, que
n—+
n « 1
lim — = +o0. Ainsi, la série harmonique > — est divergente.
n—+00 k n

k=1 n=1
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e . 1 .
La série harmonique E — est divergente.
n
n>1
n

L . 1
Plus précisément: lim — = 4o00.
n—+o0o e

19.2.2 Condition nécessaire de convergence

Soit (u,,),en une suite. Si la série > u,, converge alors la suite (u,,),en

n=0
converge vers 0.

Démonstration. On suppose que la série > u, converge. Notons S, sa somme partielle et S
n=0
sa somme. [’astuce est de remarquer que :
Uy =S8, —Su-1-

n—1 n—1

n n—1
En effet, S, - S, = Zuk — Zuk =u,+ Zuk — u, = u,. Passons alors a la limite dans
k=0 k=0 k

k=0 =0
Iégalité u,, = S, — S,_1, licite car la série converge. On obtient alors que (u,),cn converge et
que lim u,=S-5=0. O
n—+oo

Remarque : Pour prouver qu’une série diverge, on peut utiliser la contraposée de ce résultat :
il suffit de prouver que le terme général de la série ne converge pas vers 0. On dit alors que
la série diverge grossiérement.

1 1
Attention ! La réciproque est fausse : lim — = 0 et pourtant la série harmonique > —
n—+oo 1 = n

diverge.

E le 19.5 Lesséries ) (-1)" h 3 sont grossierement divergentes

xemple 19. E - > > v .

P ) 1’ on_3n g g
n=0 n=0 n=>0

En effet, on a déja montré dans un chapitre précédent que la suite ((—1)"),cn est diver-

gente. Donc elle ne converge pas vers 0 et la série E (—=1)" est grossierement divergente.
n=0
2

n
.Ona:
+1 e

Calculons la limite de

n2

+1

n+1~n donc




19.2. CONVERGENCE 7

. 2 A n? .
On peut alors conclure que lim = +oo. Ainsi la série > est grossierement
n—+00 11 + n+1
n=0
divergente.
31’1
Calculons la limite de ———. On a :
2” - 31’!

2"—3"~-3" car 2"=o0(-3")

donc
311 311
271_3” ~ _371 ==
311 37[
Ainsi HLITOOW = —1. On en conclut que la série Zw est grossierement
n=0
divergente.

19.2.3 Opérations sur les séries convergentes

Les opérations sur les sommes finies se transposent, sous certaines conditions, aux séries.

(Linéarité) Soient Zun et Zvn deux séries convergentes et A un réel.

neN neN
Alors:
e La série Z{(u,1 +v,) est également convergente et sa somme vaut :
n=0
+00 +00 +00
Z(I/lk + vk) = Zuk + ka o
k=0 k=0 k=0

e La série E Au,, est convergente et sa somme vaut :
n=0

+0oo +00
Z/\uk =A Zuk .
k=0 k=0

Remarque : Cela signifie que Uensemble des suites (u,),en € RY telles que la série Zun
n=0

converge est un sous-espace vectoriel de RY.

Démonstration. Soit n € N, par linéarité de la somme (finie),

n n n

Z(Hk + Vk) = Zuk + ka.

k=0 k=0 k=0
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Les hypotheéses donnent la convergence du membre de droite, par somme de limites finies.
Donc la série Z(un +v,) converge, et le passage a la limite dans I'égalité précédente donne:

n=0
+00 +00 +00
Z(le + vk) = Zuk + Z‘l}k.
k=0 k=0 k=0
Le deuxiéme point se démontre de la méme facon. O

Attention ! La réciproque du premier point n’est pas vraie! La convergence de la série
E (4, +v,) n’assure pas du tout la convergence des séries > u, et > v,

n=0 n=0 n=0
) 1 1 ..
Par exemple, si pour tout n > 1, u, = m et v, = - alors la série E (4, + v,) converge alors
n=0
que ni E U, ni Zvn ne convergent (voir les exemples précédents).
n=0 n=0

19.3 Séries de référence

19.3.1 La série géométrique et ses dérivées

Définition 19.4 Pour tout réel g, la série Zq” s’appelle série géométrique de raison g.
n=0

1
Exemple 19.6 On a vu précédemment que la série géométrique de raison 5 converge

et que sa somme vaut 2.
En fait, plus généralement, on a le résultat suivant:

La série > q" est convergente, si et seulement si, |g| < 1. Dans ce cas,

n=0
1
) 4 =1

on a :

1
Démonstration. Soit n € N, on pose S, = qu. Montrons que la suite (S,,),, converge si et
seulement si g €]—1,1[. On a : o
1 - g+l

S,=] 1-q
n+1 si g=
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Sige]-1,1[ alors lim ¢""' =0 donc (S,), converge, on a lim S, = ——
n—+oo n—+00

Sig=1,(S,), diverge vers +co.

Sig < -1 alors q”+1 n’a pas de limites donc (S,,),, diverge.

Sig>1, q”“ diverge vers +oo et donc (S,,),, diverge.

En conclusion, (S,), converge si et seulement si g €]—1,1[ et dans ce cas, on a bien :

1
) 4=
(]

On dispose également de deux séries, appelées séries geométriques dérivées premiere et
deuxieme :

7~

N

Théoreme 19.3 (Série géométrique dérivée premiére) La série E nq"‘l converge si et
n=1
seulement si || < 1. Dans ce cas, on a :

+00 1
qu_1 =—.
,; (1-q)?

Théoreme 104 (Série géométrique dérivée deuxiéme) La série Zn(n— 1)61”_2 converge

n=2
si et seulement si |g| < 1. Dans ce cas, on a :

mkk— 2.2
;< e = 5=

Démonstration. On montre le résultat pour la série géométrique dérivée premiere (I'autre se
montre de méme en dérivant une fois de plus).

On commence par remarquer que si |g| > 1, les termes généraux ne convergent pas vers 0 ,
donc les séries divergent. Il ne reste donc que le cas de la convergence a traiter.

Soit n € N, on pose f, la fonction définie pour tout x €] —1;1[ par

n

ful) =) wk= 12

1-x
k=0
La fonction f, est dérivable sur |—1,1[, on peut donc la dériver (sous les deux formes) :

n B , —(n+1)x”(l—x)—(—])(l_xn+l)
e I;kxk i (1-x)2
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—(n+ X" (1=x) = (=) (1=x™1) el _ (g 1)xt 41

(1-x)2 - (1-x)2

donc pour tout g €]-1,1],

iqu_l _ng™t = (nt1)g" + 1
k=1 (1-9)?

Comme |g| < 1, les croissances comparées donnent :

lim ng"'=0 et lim (n+1)g" =0.

n—+oo n—+oo

n

1

Donc lim quk_l = , ce qui signifie que la série an”_l converge et que
n—-+o0 — (1- q)2 =

+00 1
kq* ! = :
,; T

Attention ! le résultat « la dérivée de la somme est la somme des dérivées » n’est vrai que
pour le cas de sommes FINIES. On ne peut jamais dériver directement une somme infinie : il
faut se ramener a dériver les sommes partielles, puis passer a la limite.

n2 +(=1)"

Exercice type 19.1 Soit la série Z T

n=1

. Justifier sa convergence et calculer sa

somine.

Soit n € N*, on a:
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nog2
Etude de T; = Z? Remarquons que 'on a pour n € N:
k=0

n

§§—2:Zk2( ) Zkzq avecq_—
:Zk2 k:ka(k—1+1)qk
k=1

[l
»
,_n
vQ
+
1=
g
|
M
P
w.
,_n
vQ
+
I™1=
g

On reconnait d’une part la somme partielle de la série géométrique dérivée deuxieme et
d’autre part la somme partielle de la série géométrique dérivée premiere. Donc notre
série converge car g €]—1;1[ et on a:

iquk _ 2 4 _a+))
- (1-9)° (1-9?% (1-9)°
i k
-1
Etude de T) = Z(?)
k=0 .
On reconnait la somme partielle de série géométrique avec g = -3 el-1;1[.

En conclusion, notre notre série converge et on a :

O k2 (-1F 3(5+1

_3 5
3k (1-43 1+1 4

~

k=1

19.3.2 La série exponentielle

X
Théoreme 19.5 Soit x € R, la série Zﬁ est appelée série exponentielle et converge

n=0
pour tout x € R. On a de plus :
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Démonstration. Pour démontrer la convergence de la série exponentielle, nous allons utiliser
Pinégalité de Taylor-Lagrange. On sait que exp € C*(R) et pour tout n € N, (exp)"™ = exp.
Soit x € R, alors pour tout t entre 0 et x, on a

|exp(”+1)(t)| <M =max(e"1).
En effet, si x < 0 alors pour tout te [x, 0],
|lexp™ D (1)| = lexp(t)] < 1.
Si x > 0, I'exponentielle étant croissante, on a pour tout t € [0, x]:
|lexp™ (1) = lexp(#)] < exp(x).

On peut donc appliquer I'inégalité de Taylor Lagrange a l'ordre n entre 0 et x :

. n xk . n (x—O)k 0 |x_0|n+1
e — E —|=|e" = E el ———
k! k! (n+1)!
k:O k:O
|x|n+1
Or lim M =0 par croissances comparées.
n—+oo (n+1)!
xi’l
Donc par théoreme d’encadrement la série E — converge et sa somme vaut e*. O
n!

n=0

+00 1
Exemple 19.7 e Calculer ;F

On reconnait la somme de la série exponentielle avec x = 1, elle est bien conver-
+oo [

1
gente et on a ;F =J€

+00 (—1)k

e Calculer Z«T
k=0

On reconnait la somme de la série exponentielle avec x = —1, elle est bien conver-

+00 k
-1
gente et on a Z( ) =e !

k!
k=0
+00 k
e Cacluler Z(lngj)) .

k=1

On reconnait la somme de la série exponentielle avec x = In(5), elle est bien con-
vergente et on a :

v (In(3)F (G (In(3)° s 1
kZ k! =7 oo e -pTh-ls=4
=

k=0
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19.3.3 Les séries de Riemann

1
Soit @ € R. La série Z—a est appelée série de Riemann et converge
n

n=1
si et seulement si o > 1.

Démonstration. Si a =1, c’est la série harmonique, dont on a déja montré qu’elle diverge.

. . 1 . .
Sia <0, lim — =0 donc la série diverge grossierement.
n—+oco n&
Pour les autres cas, cf Partie . O

19.4 Séries a termes positifs

19.4.1 Critéres de convergence

(Condition nécessaire et suffisante de convergence) Soit (u,),cy une

suite a termes positifs. La série E u, converge si et seulement la suite (S,),>o de ses
n=0
sommes partielles est majorée.

Démonstration. On considere la suite (S,,), on a pour tout n € N,
Sn+1 - Sn = Uy 2 0
donc cette suite est croissante.

(&) Supposons que la suite (S,,) est majorée, comme elle est aussi croissante elle converge, et
la série converge.

(=) Si la série converge, comme la suite (S,,) est croissante, elle reste toujours plus petite que
sa limite. Elle est donc majorée par la somme de la série.

O]

5
Exemple 19.8 On étudie la nature de la série ,;Wn(n)

C’est une série a termes positifs car Yk > 3, In(k) > 0. Il suffit donc de montrer que la
n
5
suite de ses sommes partielles est majorée. Posons pour n > 3, S, = Zk— On
= 4%1n(k)

remarque que pour tout k > 3,
5 5

< —.
4kIn(k) ~ 4k
En sommant cette inégalité pour k variant de 3 & n, on obtient :
n

SH<Z%

k=3
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Or
2o (o] oufaf o
=53 ()= - 6))

Ainsi pour n > 3,
5 a2 5
S, < —|[1- —) < —.
! 48( (4 ) 48

5
La suite (S;),>3 est donc majorée et la série E T
n
>3

(n)

est convergente.

=

Exemple 19.9 La Proposition permet de montrer la convergence des séries de
Riemann dans le cas a > 1.

L’astuce est d’effectuer une comparaison avec une intégrale.

1
On définit pour cela la fonction f sur R par f(t) = 7a bour tout t € R}. Cette fonction

est continue et décroissante sur RY.
Donc pour tout k > 2( garantit que [k—1,k] CR}) et pour t € [k—1,k],

fk) < f(1).

La croissance de l'intégrale donne alors:

1 k1 k
L :j L j L
ke Jgr k@ k-1 £¢

Soit n > 2, en sommant sur k € [2,n], la relation de Chasles donne

n n

1 1
) @< | gt
L™t

Et donc

=1+

= 1 "
S — <1+ —dt=1+
ke |t

tl—lX :|71 1 _nl—a o
<
k=1

a-1 T a-1"

1

1 .
Ainsi > — est une série a termes positifs dont la suite des sommes partielles est
n
n=1
majorée. C’est donc une série convergente.
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(Critére de convergence par comparaison) Soient (u,) et (v,) deux
suites a termes positifs, telles que u,, < v,, & partir d’un certain rang.

e Sila série de terme général v,, converge alors la série de terme général u,, converge.

e Si la série de terme général u,, diverge vers +oo alors la série de terme général v,
diverge vers +oo.

Attention ! Dans le cas ou il y a convergence, ce résultat ne signifie pas nécessairement que e
+00 +00

Zuk < ka. En effet, les premiers termes peuvent modifier significativement les valeurs

k=0 k=0
des sommes.

5
Exemple 19.10 Reprenons ’exemple de la série > —_—
4" n(n)
n=3
2 >3 >
osons pour # S Uy = ———.
& Z 2 M= n(n)
5
On a pour n > 3, u,, < —. On a majoré u,, par le terme général d’une série convergente.

4n-’
En effet,

n

) =52 (3)-

k=3

1
On reconnait alors la somme partielle d’une série géométrique pour g = o Il s’agit bien

d’une série convergente car g €]—1,1[.
On peut donc conclure a ’aide du critere de convergence par comparaison que la série

5
—— est convergente.
Z 4" In(n) £
n=3

Exemple 19.11 La Proposition permet également d’étudier la convergence des
séries de Riemann dans le cas a < 1.
. . 1 1
Si a <1, alors pour tout n€ N, — > —>0.
n n
s . PP o . 1 . 1
Par critére de comparaison des séries a termes positifs, puisque Z— diverge, Z_a
n=1 n n=1 n
diverge également.

(Critére de convergence par équivalence) Soient (u,) et (v,) deux suites

a termes positifs, telles que u, ~ v, alors les séries u, et v, ont méme nature.
n=0 n=0
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Cela ne signifie pas que les suites des sommes partielles sont équivalentes,

Attention !
puisqu’on n’a pas le droit de sommer des équivalents.

Exemple 19.12 Etudier la nature des séries suivantes :

1.

1
Zrn+nz

n=1

On a
1 1

n+n? n?

1
Les deux suites sont a termes positifs et la série E — converge car c’est une
n

n=1
série de Riemann avec @« = 2 > 1. Donc d’apres le critere de convergence par
. . 1
équivalence, la série > converge.
2
n+n
n=>1
>
Syn+ \n
1 1 _ . . A L.
On a ~ —. Les deux suites sont a termes positifs et la série E — diverge
n n
n++n S
car c’est une série de Riemann avec @ = 1. Donc d’apres le critére de convergence
P . 1 .
par équivalence, la série > diverge.

n=1 n+\/a

(Critére de convergence par négligeabilité) Soient (u,) et (v,) deux

suites & termes positifs qui vérifient u, = o(v,). Si la série > v,, converge alors la série

n=0

E u, converge également.

n=0

Remarque :

abilité.

Exemple 19.13 Etudier la nature de la série de terme général u, = exp(—vn).

1

Par croissance comparée, on a lim n? exp(—vn) = 0. Donc u, = 0(—). Or = >0
n—00 n

n2

est le terme général d’une série de Riemann convergente (2 > 1). Donc par critere de

comparaison des séries de terme général positif, > U, converge.

n=0

1l est impossible de montrer la divergence d’une série par un critére de néglige-
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Méthode 19.1 (Utiliser les différents critéres de convergence) Lorsque je cherche la
nature d’une série a termes positifs, je peux penser & comparer (~, 0, <, >) son terme
général a celui d’une série a termes positifs dont je connais la nature et conclure grace
aux différents criteres de convergence.

Attention ! Je n’applique ce théoréme que pour les suites & termes positifs, et je le
précise dans ma rédaction !

Remarque : Les critéres de convergence énoncés dans cette partie s’adaptent sans difficulté
aux séries d termes négatifs. C’est pour cela, qu’on parle parfois de critéres de convergence
pour les séries a termes de signe constant.

19.4.2 Convergence absolue

Puisque nous connaissons des outils performants pour ’étude des séries a termes positifs, il
est utile de relier I’étude d’une série a termes quelconques a celle d’une série & termes positifs.
C’est pour cette raison que 1’on introduit la notion de convergence absolue.

Définition 19.5 Soit (u,),en une suite. On dit que la série Zun est absolument

n=0
convergente si la série Z|un| est convergente.
n=0
Exemple 19.14 1. Toute série géométrique de raison q €]—1,1[ est absolument con-

vergente.
n

n2

2. La série de terme général est absolument convergente.

Toute série absolument convergente est convergente.

Démonstration. Soit > u,, une série absolument convergente, l’astuce est d’écrire que :
n=0

VneN, u,=max(u,,0)—max(-u,,0).

Les deux séries Zmax(u,,,,O) et Zmax(un,O) sont des séries dont les termes généraux sont
n=0 n=0
positifs et majorés par |un|. Or Z|un| converge donc d’apres le critére de convergence par
n=0
comparaison des séries positives convergentes, elles convergent également.
Ainsi, la série Zun peut s’écrire comme différence de deux séries convergentes, c¢’est donc

n=0
une série convergente. O
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est conver-

—1)"
Q Attention ! La réciproque de ce théoréeme est fausse. En effet, la série Z( n)

n>1
gente, mais elle n’est pas absolument convergente. Cette série est alors dite semi-convergente.

sin(n0)

Exercice 19.1 Montrer que pour tout 6 € R, la série de terme général u,, = o est
convergente.

, sin(n0) 1 . 1\"
Remarquons que 'on a pour tout 7 € N, — < 7 soit |u,| < 5]

n
1
On sait que la SérieZ(E) converge car c’est la série géométrique pour q = > el-1,1[.

R 730 . , .
Donc d’apres le critéte de convergence par comparaison, on peut affirmer que la série
E |u,,| converge. La série E u, est alors absolument convergente, on en conclut donc
n=0 n=>0

que la série E u, converge.
n=0

19.5 Lien suites et séries. Séries télescopiques

Définition 19.6 Soit (u,,),cn une suite. La série de terme général u, 1 —u, est appelée
série télescopique.

Soit (u,,),en une suite. La suite (u,,),en et la série E (441 — uy,) oD
n=0
méme nature en terme de convergence.

Démonstration. Etudions S, la somme partielle de la série Z(u”“ —1u,). On a pour n € N,

n=0
n n n n+1 n n n
Sn= Z(Wm —uy) = Z”k+1 - Z”k - Z”k‘ Z”k - Z”k+un+1 - Z”k‘”o = Uyg1 — Uo.
k=0 k=0 k=0 k=1 k=0 k=1 k=1

Si u,, converge vers un réel £, S, converge alors vers €u. Réciproquement, si S,, converge vers
un réel €, u, converge alors vers € + uy. On montre de méme que les deux suites divergent
simultanément vers +co ou —co. D’ot le résultat. O
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1
nn+1)

Exemple 19.15 On considere la série Z

n>1
1

n(n+1)

Sn = k(k1+ 1)~ Z(%_ki—l)

k=1

Son terme général est : u, = . La somme partielle d’indice n est :

B

n
1
- Z— par linéarité de la somme

1
La série Z (s 1) est donc la suite (S,,),cn définie par :

n=>1
VneN* S, =1 !
n , =1- .
" n+1
Or, lim =0.donc lim §,=1.
n—+oo 1 + n—+oo
1 - 1
La série n; ( = 1)) est donc convergente et on a : kg_l m =1l

Méthode 19.2 Pour étudier la convergence d’une suite (u,),en, il peut étre parfois utile

d’étudier la convergence de la série E (Upe1 — Uy)-
n=0

Exemple 19.16 Etudions la convergence de la suite u,, définie par :

n
1
VnelN, = ——dx.
" i _L x2+In(x)+1 *

Etudions la convergence de la série de terme général u, . —u,. On a pour n € N,

n+1 1 n 1 n+1 1
—u, = —————dx- | ————dx= ——dx.
et =t Jl x2+In(x)+1 Jl x2 +In(x)+1 _L x2+In(x)+1

Remarquons que pour pour x € [n,n+ 1],

- 1 1 - 1
S x2+In(x)+1  x2  n?



20 CHAPITRE 19. SERIES NUMERIQUES

Ainsi par croissance de l'intégrale (n < n+ 1), on obtient :

n+1 1 1
0<I S ————dx< S (n+1-n)
. xX2+In(x)+1 n?

soit
1
0< Uppl — Uy S -
n
La série E (4,01 — u,,) est donc a termes positifs et comme — est le terme général
n
n=0
d’une série convergente, on conclut, a ’aide du critere de convergence par comparaison
des séries a termes positifs, que la série > (4,41 — 1y,) est convergente. Ainsi la suite

n=0
(U,,)en cOnverge.
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