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bérivées successivesl

hégles de calcu'

17.2.1 Linéarité et ordre des dérivéesl
17.2.2 Formule de Leibnid

17.2.3 Théoreme de compositior{

17.3 Formules de Taylor|
17.3.1 Formule de Taylor avec reste intégra|

17.3.2 Inégalité de Taylor—Lagrange’

Ne tenez pour certain que ce qui est
démontré.

Isaac Newton

Dans ce chapitre, nous allons voir les propriétés des fonctions que l'on peut dériver
plusieurs fois. Nous introduirons ainsi la notion de dérivées successives. De plus, nous
découvrirons les formules de Taylor, théorémes d’une grande importance en analyse.

17.1 Dérivées successives

Définition 17.1 Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

e On dit que f est deux fois dérivable si f et f’ sont dérivables. Dans ce cas, on
note f” ou f@ la dérivée de f’.

e Plus generalement on dit que f est n fois derlvables (n> ) si, pour tout entier
<p<n-1, fP) est dérivable. On note alors f" (f n-1) )

Remarque : On a : fY =7, f@=f" Par convention f% = f.

Attention ! La notation f) n’a rien & voir avec la notion de puissance! Q
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Exemple 17.1 Nous avons calculé les dérivées successives de la fonction f : x + xP pour
p € N* dans le Chapitre 13. On a pour tout x € R,

Proposition 17.1 Soit n € N. La dérivée (n+ 1)-eme d’un polynéme de degré inférieur
ou égal a n est nulle.

Exercice type 17.1 Soit f la fonction définie sur R\ {1} par 1
-X

1. Calculer f®)(x) pour k € [1;4] et x € R*.

2. Conjecturer une formule générale pour f (”)(x) puis la démontrer par récurrence
sur n.

1. Pour tout x e R\ {1} :

1 2 6 24
’ _ 7 _ (3) _ (4) —
2. On conjecture que :
) n!
VneN,VxeR\ {1}, f"(x)= Tk
Montrons ce résultat par récurrence.
I
On note P(n) la propriété : « f(”)(x) = (1—11? »
[Initialisation] (n = 0)
On a d’une part :
1
O)(x) = £(x) =
AGISI=E=
et d’autre part
0! 1
(1-x)01  1-x
0!
Ainsi f(o)(x) = ———— et P(0) est vraie.

(1 _x)0+1
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[Hérédité|Soit n € N, supposons P(n) vraie et montrons que P(n+ 1) est vraie.

FUI @) = (F) ().
Or par hypothese de récurrence, f (”)(x) = (1_11# Ainsi
(n+1)(1 —x)*1-1
((x_ 1)n+1)2
B (n+ 1)1 -x)"
- W
_ (n+1)!
- (1—x)m+l ’

f(n+1)(x) —nl

Ainsi P(n+ 1) est vraie et la propriété est héréditaire.

[Conclusion|La propriété étant initialisée et héréditaire, d’apres le principe de
récurrence, elle est vraie pour tout n € N et on a pour pour tout n € N,

My ™
f (x) = (1 —X)”+1 ’

Définition 17.2 Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On dit que f est de
classe C" sur I si f est n fois dérivable, et si ™ est continue sur I.

Remarque :

e On retrouve la définition de fonction de classe C' vue au Chapitre 18 en prenant n =1
dans la Définition .

o Sif estde classe CP sur 1, alors f est de classe C* pour tout k € [1;p].

Définition 17.3 Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On dit que f est de
classe C* sur I lorsque f est de classe C" sur I pour tout n € N*.

Exemple 17.2 e Les fonctions polynémes sont de classes C* sur R.
e La fonction exp est de classe C*™ sur R et pour tout n e N, exp(”) = exp.
e Les fonctions In et x > Vx sont de classe C® sur RY.

e Les fonctions cos et sin sont de classe C® sur R.
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17.2 Regles de calcul

17.2.1 Linéarité et ordre des dérivées

Soit p € N, @ € R, et soient f et g des fonctions de classe CP sur
I'intervalle I. Alors:

o f+g est de classe CP sur I et (f +g)P) = f?P) 4 g,

e af est de classe CP sur I et (af)P) = afP)
Soit p € N, CP(I,R) est un espace vectoriel.

Démonstration. Montrons que CP(I,R) est un sous-espace vectoriel de 'espace vectoriel des
fonctions définies sur I.

e L’espace CP(I,R) est inclus dans 'espace des fonctions définies sur I.
e La fonction nulle est dans CP(I,R) donc CP(I,R) = 0.
e La Proposition donne la stabilité par combinaison linéaire.

L’espace CP(I,R) est donc bien un espace vectoriel. O
Remarque : On peut montrer de méme que C*(I,R) est également un espace vectoriel.

Soit p € N, et soit f une fonction de classe CP sur l'intervalle I. Alors:
o V(m,q) e N? tels que m+q < p, (f(’”))(q) = (f(‘i))(m) = fm+q),

e Yme[0,p— 1]],(f(m))' — (f/)(m) _ f(m+1)'

17.2.2 Formule de Leibniz
(Formule de Leibniz) Soit n € N et soient f et g des fonctions de classe
C" sur l'intervalle I. Alors la fonction fg est de classe C" sur I et

n

(Fai =) ()

k=0
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Démonstration. Soit n € N, soient deux fonctions f et g définies sur un intervalle I, on pose
n

P(n) : « Si(f,g)€C™(I)? alors fgeC"(I) et (fg) = Z(Z)f(k)g("_k)».

k=0
Initialisation (7 =0) Le produit de deux fonctions continues sur I est une fonction continue
0
0
sur I, et (fg)¥ = fg= Z(k)f(k)g(o_k). Donc P(0) est vraie.
k=0

Hérédité Soit n € N, supposons que P(n) est vraie, montrons que P(n+ 1) est vraie. Soient f
et g des fonctions de classe C"*! sur I. Alors f et g sont aussi de classe C", et d’apres
I’hypothese de récurrence fg est de classe C" et:

(fg)" = i(Z)f (k) g(n=h)

k=0

Pour tout k € [0,1], f¥) est de classe C"*'7F et donc au moins de classe C!. De méme,
g(nfk) est de classe C"1~("K) = ¢**+1 ot donc au moins de classe C'. Donc par produit
et somme de fonctions de classe C!, (fg)™ est de classe C'. Ce qui signifie que fg est
de classe C"*!. On obtient alors en dérivant la relation précédente:

n

n n n— n -
(Fr =y k)(f<k+1>g< )4 ) glr1)

k=0 k=
n+1 n
= Z . nl)f(j)g("+1_j) + (Z)f(k)g(”“_k) en posant j = k+ 1 dans la lére somme
=TV k=0
. n M\ (n+1) Y - (n+1) =~ (n (k) (n+1-k)
N g+(0)fg ) k)f 8

k=1

i
:(g)fg(ml)Jri((kf1 +(:))f(k)g(n+1—k)+(Z)f(n+1)g

Donc P(n+ 1) est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion La propriété étant initialisée et héréditaire, d’apres le principe de récurrence, elle
est vraie pour tout n € N.

O
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Exercice 17.1 Etudier la dérivabilité de la fonction définie sur R par : Vx € R,
f(x)= x%e*, et calculer ses dérivées.

On applique la formule de Leibniz & x > e* et g:x — x? qui sont de classe C*® sur R.
Donc f est de classe C* sur R, et pour tout entier n > 2 et pour tout réel x,

—1
2 n(n )eXZ

=e*x‘+ne*2x +

:ex(x2+2nx+n(n—l)).

On vérifie ensuite que la formule s’applique aussi pour n =0 et n =1, ce qui est bien le
cas ici: elle est donc vraie pour tout n € IN.

Soit n € N*, si f et g sont deux fonctions définies sur un intervalle I
1
et de classe C" sur I et si de plus ¢ ne s’annule pas sur I, alors — et Ji est de classe C"

sur I.

Exemple 17.3 La fonction tan est indéfiniment dérivable sur son ensemble de définition,
T
a savoir R\ { 5 +k1, k € Z} , comme quotient de fonctions indéfiniment dérivables dont

le dénominateur ne s’annule pas.

17.2.3 Théoréme de composition

Soit n € N. Soient I et | deux intervalles de R non vides et non réduits
a un point, f une application définie de I dans R et g une application définie de J dans
R avec f(I)CJ. Alors:

e Si f est dérivable n fois sur I et g est dérivable n fois sur J, alors go f est dérivable
n fois sur I.

e Si f et g sont de classe C" respectivement sur I et J alors go f est de classe C"
sur I.
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Démonstration. On montre le premier point, le deuxiéme point se démontre avec une dé-
marche similaire.

Soit n € N, on pose P(n) : « si f est dérivable n fois sur I et g est dérivable n fois sur J, alors
go f est dérivable n fois sur I».

Initialisation (n=0) Sif et g sont deux fonctions dérivables O fois sur I et | respectivement.
Alors go f est dérivable 0 fois sur I et P(0) est vraie.

Hérédité Soit n € N, on suppose que P(n) est vraie, montrons que P(n+ 1) est vraie. Soient
f et g deux fonctions n + 1 fois dérivables sur I et ] respectivement. Elles sont en
particulier dérivables, et par théoreme de dérivation des fonctions composées, go f est
dérivable sur I avec

(gof) =(g"of)xf"
Par hypothese, les fonctions ¢’ et f sont n fois dérivables sur J et I respectivement et
donc par hypothése de récurrence (¢ o f) est n fois dérivables sur I. Comme de plus f’
est n fois dérivables sur I, par produit (go f)" est n fois dérivables. Donc go f est n+1
fois dérivables et P(n+ 1) est vraie.

Conclusion La propriété étant initialisée et héréditaire, d’apres le principe de récurrence, elle
est vraie pour tout n € N.

O
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Soient I et | deux intervalles de R non vides et non réduits a un point,
f une application définie de I dans R et g une application définie de J dans R avec
f(I)c]J. Sif et g sont de classe C* respectivement sur I et | alors go f est de classe
C™ sur I.

Exercice 17.2 Pour a € R, la fonction x +— x% est-elle de classe C*™ sur son intervalle
de définition? Quelle est I’expression de sa dérivée n-ieme?

Soit a € R, rappelons que pour tout x € R}, x* = e¥1n¥),

On définit alors sur R’ la fonction f par f(x) = aln(x) pour tout x € R et sur R la
fonction f par g(x) =e* pour tout x € R.

On remarque que f(R}) CR et on peut donc écrire pour tout x € R} :

x* = (g0 f)(x).

La fonction f est de classe C* sur R} et la fonction g est de classe C* sur R, ainsi par
composition la fonction go f est de classe C* sur R}, a savoir la fonction Pour a € R,
la fonction x > x® est de classe C* sur R}.

On peut démonter par récurrence que pour tout n € N, la dérivée n-itme de x — x%

vaut :
=

1
a(e-1)...(a—(n-1))x*" = (]_[(a—i)]x“_”.
=0

1=

17.3 Formules de Taylor

17.3.1 Formule de Taylor avec reste intégral

(Formule de Taylor avec reste intégral a I'ordre 1) Soit n € N et f une
fonction de classe C* sur l'intervalle I. Pour tout (a,b) € I?,

n b n
f(b) — Zf(:'(ﬂ)(b_a)k +J mf(m—l)(t)dt.
k=0 a4

n!

nr(k)
On appelle Zf k|(a)(b - a)k la partie polynomiale de la formule et
k=0 ’

Pb="
j Tf(”+ )(t)dt le reste intégral d’ordre n.
a !
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Exemple 17.4 Cela donne a l'ordre 3 pour f € C*(I),

© 1 @ o) b (p— 1)
f(b)_fu(“)(b—a)Mf 1!(“)(b—a)+f2!(“)(b—a)2+];—!(b—a)3+L “’3!” F@ (b,
” b

= f(a)+ f'(a)(b—a)+ %(b—a)z + %(b—aﬁ +L @f“)(t)dt.

Démonstration. Cette formule se démontre par récurrence sur n € N. Soit f € C*(I). On pose

" (k) by _ gy
pour 1 € N, P(n): « f(b):Zf kf“)(b—a)’wf %f(””)(t)dt .
L K . !

Initialisation (n = 0) Comme f une fonction de classe C* sur I, alors f’ est continue, de

primitive f, et on a :
b

f(t)dt = f(b) - f(a)

a

b b
don : f(b)=fa)+ | f(r)dt = f((;)‘(“)(b—a)o +J (b;|t)0f(1)(t)dt. Donc P(0) est

vraie.

Hérédité Soit n € N, on suppose que P(n) est vraie et montrons que P(n+1) est vraie. D’apres
I’hypothese de récurrence, on peut écrire:

n _ kK b, _ \n
f(b) _ Z(b k‘a) f(k)(a)_i_f Mf(n+1)(t)dt.

n!
k=0

On va alors effectuer une intégration par parties pour transformer 'intégrale. Posons

{%) = f" i) w'(t) = f 2
, (b—t)" alors (b - t)"“ )

= t - 7
vi®) ! v(t) CESH
Comme f est de la classe C™, les fonctions u et v sont de classe C! sur intervalle [a, b].
On a donc par intégration par parties:

b n b ’
f (b-1t) f(”+1)(t)dt - J v (Hu(t)dt = [M(t)v(t)]s _J v(t)u'(£)dt

n! a
—(p — )+l b b—b— n+1
:[ ((n+t1))! f(n+l)(t)] _J ((n+t1))! frnde
b—a)tl b h— )+l
:((nf)1)| f(n+l)(a)+J\ ((n—:)l)' f(n+2)(t)dt

En remplagant dans la relation précédente, on obtient

n n+ b 1+
F(b) = Z%f(k)(a) n Mf(nﬂ)(a) n J Mf(””)(t)dt

— (n+1)! (n+1)!

n+1 b n+
Zi(biga)kf“%w f b par

!
— (n+1)!
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donc P(n+1) est vraie.

Conclusion La propriété étant initialisée et héréditaire, d’apres le principe de récurrence, elle

est vraie pour tout n € N.

O]

Remarque :

e En particulier, si f est une fonction de classe C* sur l'intervalle I contenant 0, alors

pour tout x €1,
n k) X (v 4\N
N S000) (x=8)" (ns1)
f(x)_ZTx ) AR O
k=0
Cette formule sera particulierement utile dans le Chapitre 26 sur les développements
limités.

e Si P est une fonction polynome de degré n définie sur R alors P est de classe C*™ sur R
et P = 0. Alors pour tout a € R,

P(x) = iP(':'(a) (x—a)f.
k=0 ’

et on retrouve la formule de Taylor pour les polynémes vue au Chapitre 8.
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Exercice 17.3 1. Ecrire la formule de Taylor avec reste intégral en 0 pour la
fonction sin a ’ordre 3 puis a 'ordre 5.

La fonction sin est de classe C* sur R. On peut donc écrire les formules de Taylor
avec reste intégral a 'ordre 3 et 5. On a pour tout x € R,

sin(x) = x — x_3 + Jx (1) sin(t)dt,
0

6 6
et 3 5 x 5
. X X (x—1t) .
—x-—+—+ | =—1(—sin(t))de.
sin(x) = x < T30 J; 170 (—sin(t))
2.5l T
2. En déduire que Vx € [0, E]’
X e <sin(x) < x i + 3
6 ST 6 120
Soit x € [ %] ] alors sin(t) > 0 et (x—£)> > 0. Ainsi par positivité de
lintégrale J 6 sm( )dt > 0. On en déduit que:
0
3
X
- 2 01
sin(x) (x 3 )
TC
soit x — < sin(x) pour tout x € [0 > ]

6
Soit x € [ —] et t € [0,x] alors —sin(t) < 0 et (x—t)°> > 0. Ainsi par produit

=P
( sin(f)) < 0 et par positivité de 'intégrale J- 150
0

x5
— | <0,
120)

2

—q1 <0.
120 (—sin(t))dt < 0. On

en déduit que:
3
sin(x) — (x ==d

soit sin(x) < x — — 4+ —— pour tout x €

X
6
3 5
X X [0
6 120

11
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17.3.2 Inégalité de Taylor-Lagrange

Théoreme 17.3 (Inégalité de Taylor-Lagrange) Soit n € N et soit f une fonction de classe
C* sur un intervalle I de R. On suppose qu’il existe M € R tel que Yt €I, (”+1)(t)| <M.

Alors V(a,b) € I,

(n+1)!

f-y ¢ ,‘d")kf“‘)(a)l ey

Démonstration. On commence par démontrer 1'inégalité dans le cas ou a < b. On applique la
formule de Taylor avec reste intégral a 'ordre n, dont les hypotheses sont vérifiées car f est
une fonction de classe C* sur un intervalle I. On a ¥(a,b) € I%:

n _ \k by, \n
for=) L [ et

k=0

Ainsi, par inégalité triangulaire comme a < b, on a :

n K b1, _ p\n b
f(b)—Z(b k!a) F 8 (a) J %f(””)(t)dt gj

k=0
Par hypothese, il existe M € R tel que Yt eI, |f(”+1)(t)| < M, ainsi

)| <M Uk
— N 4 n!

Y b1, _ p\n i _nt11b o+l
Comme a < b, ona(b ) >0etMJ Mdt:M—& :MM. On a
n! . 1 | (n+1)! (n+1)!

(b-1t)"
n!

f(””)(t)’dt.

dt.

donc :

n b— k b —g)+l
£ib)- Z(T‘”f<k><a>| <o u

Supposons maintenant a > b alors :

Lb(b_-) 1) 1)t = U m()dt‘

On a par inégalité triangulaire, comme b < a et en utilisant I’hypothese sur f ”“ (1),

b n a n
a (b—t)n B a(t_b)n B (a_b)n+1 )
OrL o dt—J; o dt = (r+ 1] . Soit
S (b—ﬂ)k (k) (ﬂ—b)”+1
f0)=)_ el <My
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On a donc bien montré que pour tout (a,b) € I?,

13
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2
X
Exemple 17.5 Montrer que pour tout x >0, In(1 +x) > x — 5

La fonction f :t > In(1+t) est de classe C™ sur [0,+co[ et on a: Yt >0

1
, )= ——, 7 ) = —
F=—= £
On remarque que pour tout t € [0,+o0[, |f”(¢)] < 1. On applique alors I'inégalité de

Taylor-Lagrange a ’ordre 1 entre 0 et x > 0, on obtient :

(x-0)
5

|f ()= £(0)=xf(0)] <1 x
soit en gardant seulement la minoration:

x_; < f(x)= £(0) = £/(0)x = In(1 +x) —In(1) - 1x.

2
x
Ainsi pour tout x € [0, +oo[, x — ) <In(1 +x).

n
. . 1
Exercice 17.4 Montrer que lim kE 0 i e.

n—+oo

On définit sur R, la fonction f : x > e*. Cette fonction est de classe C* sur R et pour
tout k € N et pour tout x € R,
F®(x) = e®.

On remarque que pour tout k € N, et pour tout x € [0,1], |f(k)(x)| < el. Ecrivons alors
I'inégalité de Taylor-Lagrange entre 0 et 1 a l’ordre n, on a:

i k) _ n\n+l
fRO) _@a-omt
1)- < ’
‘f() ; k! (n+1)!
soit
= 1 e
- ) =S
¢ ;k! (n+1)!
e n
Or lirP m =0 donc lil’P i e par encadrement.
n—+o0o ! n—+00 .

k=0
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