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Je me détourne avec effroi et horreur de
cette plaie lamentable des fonctions
continues qui n’ont point de dérivées.

Charles Hermite

Dans ce chapitre, est revue la définition d’un nombre dérivé et d’une fonction dérivée. Les
formules de dérivation du lycée sont rappelées ainsi que la formule générale permettant
de calculer la dérivée d’une fonction composée. Puis, nous étudierons des théorémes
fondamentauzx en analyse directement liés a la notion de dérivation.

13.1 Dérivée en un point

13.1.1 Nombre dérivé
Définition

Définition 13.1 Soit f une fonction définie sur intervalle ouvert I et soit xo € I. La
f(x) = f(xo)

X —Xp
limite finie quand x tend vers xj. Cette limite est alors appelée nombre dérivé de f en

xo et est notée f’(x)
ftxo) = Jim LT E0)

fonction f est dite dérivable en x; si le taux d’accroissement admet une
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Exemple 13.1 e La fonction f définie sur R par f(x) = x> est dérivable en 1 et
f)=2.
—f(1 2_1 —f(1
En effet, fx -/ — = =x+1. On a donc lim M = 2. Cela signifie
x—1 x—1 x—1  x-—1

que f est dérivable en 1 et que f'(1) = 2.

e Plus généralement, la fonction f est dérivable en tout xq € R et f’(xq) = 2xq.

2 _ .2 _
En effet, f{x) = f(xo) T X +xg. On a donc lim M = 2xp. Cela
X=Xy X —Xp X—Xp X —Xp

signifie que f est dérivable en x( et que f'(xg) = 2xg.

1
e La fonction f définie sur R* par f(x) = p est dérivable en tout xg € R, et

p 1
f(x0) = -
&0
1 1 Xp—X
_ s —= 0= 1 _
En effet, [ =/ (%) =X P _ ™ ____  Onadonc lim f()~f(x0) =
X — Xy X=X X —Xg XX0 X—Xp X —Xp
1 1
S Cela signifie que f est dérivable en x( et que f’(xo) = —7
0 0

Remarque : En posant h = x — xq, et sous réserve d’existence, on a également :

P = tim L0 1= F50)

Remarque : En pratique, on utilise la définition avec le taur d’accroissement seulement pour
montrer la dérivabilité aux “points a problémes” FEn dehors de ces points, on justifie la
dérivabilité a Uaide des propriétés du paragraphe 2.

Interprétation géométrique

Soit f une fonction définie sur un intervalle I, et soit xy € I. Notons M, le point de coordon-
nées (xo, f(xg)), et M le point de coordonnées (x, f(x)) pour x € I. Le taux d’accroissement
fx) - f(x)

X —Xp

correspond au coefficient directeur de la droite (MMj). Ainsi :

e Si f est dérivable en x, alors ce coefficient directeur tend vers f’(x() lorsque x tend vers
Xo. Par ailleurs, la droite (MyM) tend vers une position limite qui est la tangente a la
courbe représentative de f au point xy. Le nombre dérivé f’(xq) est alors le coefficient
directeur de la tangente a la courbe f au point M.
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Mg »

e Si la limite du taux d’accroissement est infinie, alors la courbe représentative de f
possede en x( une tangente verticale d’équation x = x;.

A

\

\

On résume cela dans la proposition suivante :

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et soit x( € I.

e Si f est dérivable en x(, alors f’(xg) est le coefficient directeur de la tangente
a la courbe représentative Cy de f au point d’abscisse xy. L’équation de cette
tangente est :

v =f(xg)+ f(x0)(x —x0).
O Sl lim f(x)_f(x())

X—X( X — X
une tangente verticale au point d’abscisse x;.

= %00, alors f n’est pas dérivable en x et la courbe Cy admet
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Exemple 13.2 e Soit la fonction f définie sur R par f(x) = x°.

Puisque la fonction f est dérivable en xy = 1 de dérivée f’(1) = 2, la courbe
représentative de f admet au point My de coordonnées (1;1) une tangente,
d’équation

y=2(x-1)+1=2x-1.

e Soit la fonction g définie sur R, par g(x) = Vx.

La fonction g n’est pas dérivable en 0. En effet, étudions la limite de son taux

x)—g(0 X x)—g(0

d’accroissement en 0. On a M = \/—_ = —. Ainsi lim g()—g() = +o0
x—0 Y x—0 x-0

La fonction n’est donc pas dérivable en 0 et la courbe représentative de g admet

une tangente verticale au point (0;0).

13.1.2 Nombre dérivé a droite et a gauche

Définition 13.2 Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et soit xy € I.
F0)~f(x0)
X —Xp
admet une limite finie quand x tend vers xj. Dans ce cas, cette limite est appelée

nombre dérivé a droite de f en x, et est notée f,(x):

fd/(xo) — lim f(x)_f(XO) )

xaxa X=Xy

La fonction f est dite dérivable a droite en x( si le taux d’accroissement

f(x) = f(xo)
X —Xp
admet une limite finie quand x tend vers x;. Dans ce cas, cette limite est appelée

nombre dérivé a gauche de f en x, et est notée f;(xo):

fiteo = Jim T

De méme, f est dite dérivable a gauche en x si le taux d’accroissement

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et soit xg € I.
Alors, la fonction f est dérivable en x, si et seulement si, f est dérivable a droite et a
gauche en xg ET f;(xq) = fy(xo). Dans ce cas, on a f’(xg) = f;(x0) = f(xo)-

Exemple 13.3 e La fonction f définie sur R, par f(x) = Vx est continue a droite
en 0 mais n’est pas dérivable a droite en 0.

e La fonction f définie sur R par f(x) = |x| admet une dérivée a gauche et a droite
en 0, mais n’est pas dérivable en 0.
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Etudions la dérivabilité de f en 0. Soit x #0, on a :
f@)=£(0) _
x—0 x

Cette fonction n’étant pas définie en 0, pour calculer sa limite en 0, on doit d’abord
calculer les limites a droite et a gauche de 0.

Pour x <0,
f@-FO) W _-x__
x—0 X X
Ainsi
lim M =-1.
x—0~ x—0

Ainsi la fonction f est dérivable a gauche de 0 et f,(0) =~1.

Pour x > 0,
fE=FO) W _x_.
x-0  x x
Ainsi
L fE-FO)

x—0* x—0

Ainsi la fonction f est dérivable & droite de 0 et f£;(0) = 1.
Pour conclure, on a fg' (0) = £,/(0) donc la fonction f n’est pas dérivable en 0.

Soit f une fonction définie sur intervalle ouvert I et soit xo € I. Alors:

Si f est dérivable a droite en xy (resp. a gauche en x;), alors f admet une
demi-tangente en xy de coefficient directeur f;(xg) (resp. fg' (x0))-

x)—f(x x)—f(x
Si lim f) = f(xo) = +oo (resp. lim_—f( )=/ (x0)
xX—X) X — Xy X=X, X=X
able & droite (resp. a gauche) en x, et la courbe C ¢ admet une tangente verticale
au point d’abscisse x.

= +00), alors f n’est pas dériv-

Exemple 13.4 La fonction f définie sur R par f(x) = |x? —4| admet deux demi-tangentes
en 2 et —2.
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\/

Exercice 13.1 Soit f la fonction définie sur R par :

f : R — R
{O six<0 .
X 5 i
X six>0

1. Montrer que f est continue en 0.

2. Etudier la dérivabilité de f en 0.

1. On a liIBl x*>=0. Donc, f est continue en 0.
x—0*

2. On a:

XZ—

lim = lim x =0.

x—0" x—0  x—-0f
Donc, f est dérivable & droite en 0 et f;(0) = 0. De méme, il est clair que f est
dérivable a gauche en 0, avec fg' (0) =0. Donc, f est dérivable en 0.

13.1.3 Dérivabilité et continuité

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et soit xq € I.
Si f est dérivable en x(, alors f est continue en xg.

Démonstration. On cherche a établir un lien entre f et son taux d’accroissement autour du
point xy. Cependant, le taux d’accroissement de f en xy n’est pas défini au point xy. On
introduit donc la fonction ¢ définie au voisinage de xy par :

vrexo, o)=L o) = (g



13.1. DERIVEE EN UN POINT 7

Par définition de f’(xg),¢ est continue au point x( (¢ est le prolongement par continuité en
xo du taux d’accroissement), et pour tout x dans un voisinage de x,

f(x) = f(x0) + (x = x0) p(x).

Donc f est continue en x; par somme et produit de fonctions continues en x. O

Attention ! Une fonction peut étre continue en un point sans étre dérivable en ce point. Par
exemple, la fonction définie sur R par f(x) = |x| est continue en 0, et pourtant elle n’est pas
dérivable en 0. En effet,

13.1.4 Taux d’accroissement et calculs de limite

Le taux d’accroissement peut aussi parfois servir pour lever des formes indéterminées dans
des calculs de limites.

. e*—1
Exemple 13.5 1. lim =1.

x—0 X

X

En effet, posons f(x) = e*, on reconnait alors le taux d’accroissement de f en

- f(0 -1
0. On a f (sz g © & — Or la fonction exponentielle est dérivable sur R et
X
-1
£(0) = 1. Ainsi }1{13(1)6 — = f(0)=1
9. lim 20L+%) _y
x—0 X

En effet, posons f(x) =In(1 + x), on reconnait alors le taux d’accroissement de f
f(x)=£(0) In(1+x)—In(1+0)
x—-0 x=0 .

en 0. On a Or la fonction x — In(1 + x) est

1 X1
dérivable sur ] - 1i-+eof et '(0) = 5 = 1. Ainsi }1{13(1)6 —=f(0)=1
3. lim 22X —q
x—0 X

En effet, posons f(x) =sinx, on reconnait alors le taux d’accroissement de f en

f(x)—f(0) sinx—sin0

0. On a 0 = 0 . Or la fonction sinus est dérivable sur R et
2 = X —
£/(0)=cos0= 1. Ainsi lim Sl;“‘ = f(0)=1.
. tanx
4. lim =1
x—0 X

En effet, posons f(x) =tanx, on reconnait alors le taux d’accroissement de f en

—f(0 t —tan0
0. On a fx) g( ) _ Oan . Or la fonction tangente est dérivable en 0 et
X— xX—
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1 tanx
) . _ q [ _ [/ —
f (0)_C0820 =1. Ainsi 91(1_% o =f'(0)=1.
1
5. lim —> =1
x—1x—1

En effet, posons f(x) =Inx, on reconnait alors le taux d’accroissement de f en 1.

—f(1 Inx—Inl !

Onaf(x): {( ): ni 1n .Orlafonctionlncstdérivablccn10tf’(1)=Tzl'
Inx

Ainsi lim —= = f'(1) = 1.

lnﬂxli;l}x—l f()

13.2 Dérivabilité sur un intervalle

13.2.1 Fonction dérivée

Définition 13.3 Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I. Si f est dérivable
I — R

= f(x)

en tout x de I, on dit que f est dérivable sur I. De plus, la fonction f”: {

est appelée la fonction dérivée de la fonction f.

Exemple 13.6 1. La fonction carré est dérivable sur R.
R — R R — R
i : 1 "
Si on note f { . 2 alors f { . -
2. La fonction racine est dérivable sur R .
. R, R , R.L — R
Si on note g : alors ¢’ : 1
X —> X X > ——

2v/x

Remarque : On étend cette définition sur un intervalle fermé borné en disant que f est
dérivable sur I = [a;b] lorsque :

o f est dérivable sur |a;b[ ;
e f est dérivable a droite en a ;
e f est dérivable a gauche en b;

De méme, on peut étendre cette définition pour un intervalle semi-ouvert I =|a;b] ou I = [a; b].
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13.2.2 Dérivée des fonctions usuelles

On dispose des dérivées usuelles suivantes :

Dy f(x) Dérivable sur f'(x)
R x", neNlN R nx™1
R* xP, peZ\N R* pxP!
R’ x*, a€R R’ ax®!
1
R X R} —
Tr \/_ TP 2\/}
R e R e
1
R} In(x) R} p
R CcosXx R —sinx
R sinx R cosXx
T T 1 P
[R\{—+k7{,k€Z} tanx [R\{—+k7{,keZ} =1+tan“x
2 2 cos? x I
R arctan x R
1+x2
Exemple 13.7 Calculer les dérivées des fonctions suivantes :
X f: R - [If 5 f: R - R f R, — [If
' = x o Vx S x > —

x4 Vx

-4
1. On a f(x) = xP avec p = —4, ainsi f est dérivable sur R* et f'(x) = —4x 41 = B
(04 l s * ) L_l l _2 1
2. Ona f(x) =x“ avec a = 3 f est dérivable sur R} et f'(x) = -x3"" = 3¥ =3
3x3
1
3. On a f(x)=x% avec a = ~5 f est dérivable sur R’ et f'(x) = ——x il —2 ;
X

13.2.3 Opérations sur les dérivées

(Linéarité) Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle
I et soit A dans R. Alors Au +v est dérivable sur I et :

Au+v) = Adu’+v".

Démonstration. Soit xg € I. Pour tout x € T\ {xg}

(au+v)(x) = (au+v)(xg) _ (au(x)+v(x)) = (au(xo) +v(xg)) _ au(x)—u(xo) N v(x) —v(xp)
X — X B X — X B X — X X — X
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Or u et v sont dérivables en xq (car dérivables sur I'), donc les deux termes de droite admettent
une limite finie en xy. Donc au + v est dérivable en x, et on obtient par passage a la limite :

(au+7v) (xp) = lim (au +v)(x) ~ (au +v) (xo) =au’(xg) + v (xg).

X—Xq X=X

Ce raisonnement étant vrai pour un xy quelconque appartenant a I. On en conclut que Au+v
est dérivable sur I et que (Au+v) =Au’+7v". O

Proposition 13.6 (Dérivation d’un produit et d’un quotient) Soient u et v deux fonctions
dérivables sur un intervalle I. Alors:

e uv est dérivable sur I et (uv) =u'v+uv’.

. 1 L. 1y v
e si v ne s’annule pas sur I, alors — est dérivable sur I et (—) =-=.
v v v
. u . u\  uwv-uv’
e si v ne s’annule pas sur I, alors — est dérivable sur I et (—) = 3
v v v

x—2

E ice t 13.1 Soit f la fonction définie par f(x) = ————.
xercice type f par f(x) P ATew

1. Donner le domaine de définition Dy de la fonction f.
2. Montrer que f est dérivable sur Dy.
3. Calculer f’(x) pour tout x € Dy.

Correction

1. La fonction f est définie pour tout x € R tel que x> — 10x + 21 # 0. On cherche
donc les x pour lesquels x>~10x+21 = 0. Aprés calcul du discriminant, on obtient
deux racines distinctes qui sont 3 et 7. Ainsi, f est définie sur Df =R\ {3;7}.

2. Posons u(x) = x—2 et v(x) = x> —10x+21. u et v sont dérivables sur R comme
somme de fonctions dérivables sur R. De plus, v ne s’annule pas sur Dy. Ainsi,
d’apres le théoreme ci-dessus, f est dérivable sur Dy.

3. On a u'(x) =1 et v'(x) = 2x - 10, pour tout x € D¢. Donc,

1(x?> —10x+21) — (x— 2)(2x— 10)
(x2—10x +21)2

22— 10x + 21 — 2x* + 10x + 4x— 20
(x2—10x+21)2

o —x?t4x+1

(x2-10x+21)2°

VxeDs, fl(x)=
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En particulier, on déduit de la proposition précédente que :

e Toute fonction polynoéme est dérivable sur R.

Soit 1 € N et (;)o<i<n € R"™!. Soit f la fonction définie sur R par Vx € R,
n

f(x)= Zakxk. Alors f est dérivable sur R et :
k=0

n
VxeR, f'(x)= Zkakxk_l.
k=1

e Toute fraction rationnelle (quotient de polynémes) est dérivable sur son ensemble
de définition.

Dérivation d’une fonction composée

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I, et v une fonction
dérivable sur un intervalle J tel que u(I) C J (pour pouvoir composer les fonctions).
Alors, la fonction composée v o u est dérivable sur I et pour tout x €I, on a :

(vou)'(x)=u'(x)xv'(u(x)).

Exemple 13.8 Soit f la fonction définie sur R par
VxeR, f(x) zln(x2+ 1).

Soient u et v les fonctions définies respectivement sur R et R} par u(x) = x2+1 et
v(x) = In(x). La fonction u est dérivable sur R (en tant que polynome) et a valeurs dans
[1;+00[C R}. Comme la fonction v est dérivable sur R’, par composition, f = vou est

dérivable sur R et on a

VxeR, flx)=u(x)xu/(v(x)) = 2xx — =

Si u est une fonction dérivable sur un intervalle I, on obtient par composition (en précisant
les conditions de validité) les formules suivantes :

Fonction du type | Dérivée
e u’el
7
u
Inu —
’1/[ 1
u® aceR au'u®
u/
Vu
2vVu
sinu u’ cosu
cosu —u’sinu
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Exemple 13.9 e Soit f la fonction définie sur R par f(x) = (2x— 1)%.

Alors, f = u> avec u la fonction définie sur R par u(x) = 2x— 1. Comme u est
dérivable sur R (en tant que polynéme), d’apres le corollaire ci-dessous, f est
dérivable sur R et VxR, f'(x)=3x2x(2x- 1% =6(2x—1)>%

e Soit g la fonction définie sur R par g(x) = Vx2+ 1.

Alors, g = Vu avec u la fonction définie sur R par u(x) = x>+ 1. Comme u est
dérivable sur R (en tant que polynome), d’apres le corollaire ci-dessous, g est

2
dérivable sur R et VxR, ¢'(x)= SR
2Vx2+1 Va2 +1

Méthode 13.1 (Pour montrer qu’une fonction est dérivable sur un intervalle I)

e S’il n’y a pas de "point & probleme”, on justifie la dérivabilité en utilisant les
opérations sur les fonctions dérivables.

e S’il y a un ”point a probléeme”:

* on justifie la dérivabilité en dehors du point a probléme a I’aide des opérations
usuelles.

* on justifie la dérivabilité au point a probleme avec la définition, en calculant
la limite du taux d’accroissement.

Exercice type 13.2 Soit f la fonction définie sur [0;+oo[ par
f(x)=x*In(x)six>0 et f(0)=0.

Montrer que f est dérivable sur [0;+oco[ et calculer sa dérivée.
La fonction f est dérivable sur ]0;+oo[ comme produit de fonctions dérivables sur
]0;+0o[. On calcule sa dérivée en utilisant la formule de dérivation d’un produit :

1
Vx>0, f'(x)=2xIn(x)+x>x—=x(2In(x)+1).
X
Pour étudier la dérivabilité en 0, on calcule le taux d’accroissement. Soit x > 0. On a :

_ 2]
010 _ 216 _ g g

Ainsi, f est dérivable en 0 avec f’(0) = 0. Bref, f est dérivable sur [0;+oco[ avec

f'(x)=x(2In(x)+1)six>0 et f’(0)=0.
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Dérivation d’une fonction réciproque

Soit f : I — J une fonction bijective et soit f~!:] — I sa bijection
réciproque.

e Soit xg €I et yy = f(xg). On suppose que f est dérivable en x.
* Si f'(xg) # 0, alors f_1 est dérivable en y, et on a

1

1Y _
() 60 = S

* Si f'(xg) =0, alors f ~I nest pas dérivable en Yo et sa courbe représentative
possede une tangente verticale en v.

e Si f est dérivable sur I et si pour tout x € I, f’(x) = 0 alors f ~1 est dérivable sur

J = f().

Exemple 13.10 Utiliser ce résultat pour retrouver la dérivabilité du logarithme
népérien en utilisant celle de I’exponentielle.

La fonction exponentielle est une fonction bijective strictement croissante de R dans R,
de réciproque In. On sait que exp est dérivable sur R et que Yx € R, exp’(x) = exp(x) # 0.
Sa réciproque In est donc dérivable sur ’ensemble de son ensemble de définition et.

1 1 1

YreR )= S pinG)  explin() ~

Exemple 13.11 Utiliser ce résultat pour retrouver la dérivabilité de la fonction arctan
en utilisant celle de la fonction tan.

7171[
272

T T
dans R, de réciproque arctan. On sait que tan est dérivable sur ]—E,E[ et que

La fonction tangente est une fonction bijective strictement croissante de —]—

T T
Vx € ]_5’ E[,tan'(x) = 1+ tan®(x) # 0. Sa réciproque arctan est donc dérivable sur

I’ensemble de son ensemble de définition et

) | 1 1
Vx eR, arctan’(x)= = = )
tan’(arctanx) 1 +tan?(arctan(x)) 1+ x2
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13.2.4 Fonction de classe C! sur un intervalle

Définition 13.4 Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On dit que f est de
classe C! sur I et on note f € C*(I;R) (ou plus simplement C!(I)), si f est dérivable sur
I et si sa dérivée f’ est continue sur I.

Exemple 13.12 e Les fonctions polynomes sont de classes C! sur R.
e La fonction exp est de classe C! sur R.
e Les fonctions In et x > y/x sont de classe C* sur RY.

e Les fonctions trigonométriques sont de classe C' sur leur intervalle de définition.

Exercice 13.2 Reprenons la fonction de I’Exercice-type . On a montré que la
fonction f était dérivable sur [0;+oo[ et que sa dérivée f était définie sur [0;+oco[ par
f’(x) = x(2In(x) + 1) pour x >0 et f’(0) = 0. Montrer que f € C!([0;+oco[, R).

Il reste & montrer que f’ est continue sur [0;+oco[ pour obtenir que f est de classe c!
sur [0;+oo.

La fonction x +— x(2In(x) + 1) est continue sur ]0;+oo[ comme produit de fonctions
continues. Il nous reste alors a étudier la continuité de " en 0. On a :

lim f’(x) = lim x(2In(x) +1) = lim 2xIn(x)+x
x—0% x—0* x—0*

Or lim xIn(x) = 0 par croissance comparée ainsi
x—0*

lim f’(x) =0 = £/(0).

x—0"

La fonction f’ est donc continue en 0. On peut donc conclure que

f eCl{([0;+oo[,R).

Exercice 13.3 Montrer que la fonction f définie sur R par
f : R — R
0 six=0

X 5 . ) !
X sm(—) sinon
X
est dérivable sur R, mais n’est pas de classe C! sur R.

Etudions la dérivabilité de la fonction f en 0. Pour cela, calculons le taux
d’accroissement de f en 0, on a pour x # 0:

2gin(L

flx)=£(0) _ **sin(5) :xsin(l)-
x

x-0 X
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1

Or pour x = 0, xsin(—) < x| et lirr(1)|x| = 0. Ainsi par théoréeme d’encadrement,
X x—

. (1 L .

llnéxsm(;) = 0. On en déduit que f est dérivable en 0 et que f’(0) = 0.

X—>

1 1
La fonction x > x2 sin(—z) est dérivable sur R*. En effet, la fonction x — p est dériv-
X

1
able sur R* et la fonction sinus est dérivable sur R donc x +— sin(;) est dérivable sur

R* comme composée de fonctions dérivables. De plus, x — x? est dérivable sur R donc

1
par produit x > x2 sin(—) est dérivable sur R*. On a pour x = 0,
X

1 1 1 1 1
f’(x):2xsin(—)+x2x(——2)cos(—):2xsin(—)—cos(—).
X X X X X

En résumé, on a :
i R — R
0 six=0
X 1 1 .
2xs1n(—)—cos(—) sinon
X X

’

Montrons que f’ n’est pas continue en 0.

Raisonnons par l’absurde et supposons que f’ est continue en 0. Posons pour
1

neN, u, = ——, on sait que lim u, = 0, et comme f’ est continue en 0,
nrTt 1’11—>+00
. ’ _r/ _ 4 _ 3 _ - _
’1lirpmf (u,)=f(0)=0. Or f(u,) = pro sin(2n7) — cos(2n7) 1. Absurde.

La fonction f’ n’est pas continue en 0 et la fonction f n’est pas de classe C! sur R.

(Prolongement de la dérivée) Soit I un intervalle de R et a € R. Soit f
une fonction de classe C' sur I'\ {a}, continue en a, si lim f’(x) = € alors f est de classe
X—a

Clsur I et f'(a)=¢.

Exemple 13.13 On définit la fonction f sur R par :
Vxz0 f(x)=e ¥ et f(0)=0.
Montrer que f est de classe C! sur R.

1 1

La fonction x > e = est de classe C! sur R*. En effet, la fonction x — —— est de classe
X

C! sur R* et la fonction exponentielle est de classe C! sur R. Ainsi par composition,

_L
x e ¥ est de classe C! sur R* et f e CL(R).

-1
De plus, la fonction f est continue en 0. En effet, lim — =-—oco et lim X =0 donc
x—0 X X——00

1
par composée de limites lirr(l)f(x) = lirr(1)e772 =0=f(0).
X—> X—
2 _1 2
Il reste a étudier lin(l)f'(x). On a pour x # 0, f'(x) = e = = = 0 par crois-
X— X

1
eR
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sance comparée. Ainsi d’apres le théoreme de prolongement de la dérivée, f € CY(R) et

£(0) = 0.

(Espace vectoriel des fonctions de classe C') Soit [ un intervalle de R,
I’ensemble des fonctions de classe C! sur I, noté C1(I), est un espace vectoriel.

On va montrer que c’est un sous-espace vectoriel de I’ensemble des fonctions
de I dans R :

e La fonction nulle est dérivable sur I, et sa dérivée est la fonction nulle, continue sur I,
donc la fonction nulle est de classe C! sur I, et C!(I) est non vide.

e Soit f et g deux fonctions de C 1(I), et soit A € R. Par les propositions précédente, A f+g
est dérivable sur I, de dérivée Af’+¢’. Comme f et g sont de classe C!, f et g’ sont
continues sur I. Par combinaison linéaire de fonctions continues, Af’+ ¢’ est continue

sur I. Donc Af +geCH(I).

Donc C!(I) est un sous espace vectoriel de 'ensemble des fonctions de I dans R, ¢’est donc un
espace vectoriel sur R. ]

Remarque : Pour démontrer le caractére C' dune fonction ne possédant pas de "point
probléme”, on utilise le caractére C' des fonctions usuelles ainsi que les opérations sur les
fonctions dérivables et continues.

13.3 Applications de la dérivation

13.3.1 Extrema locaux

Définition 13.5 Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et soit xy € I tel
que f est dérivable en xq alors xq est appelé point critique de f si f’(x) = 0.

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et soit xy € I. Si
est dérivable en x; et si f présente un extremum local en x, alors f’(x) = 0.
0 0 0

Attention ! La réciproque de ce théoréme est fausse i.e. un point critique n’est pas forcément
un extremum. En effet, la fonction f définie sur R par f(x) = x> vérifie f/(0) = 0 mais 0 n’est
pas un extremum local. On dispose cependant du théoreme suivant :

Démonstration. Supposons que f possede un maximum local en x,. Il existe alors un réel a > 0
tel que [xg—a,xg+a]Clet Vxe[xg—a,xo+a], f(x) < f(xg). Donc, pour tout x €]xg, xo + ],

f(x)=f(xo)

X —Xp

<0
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Or f est dérivable en xy par hypothese. On peut donc passer a la limite dans cette inégalité

et on trouve f’(xy) < 0.
De méme, pour tout x € [xg — @, xp[

ce qui donne f’(xg) = 0. Donc f’(xy) = 0. O

Méthode 13.2 (Pour déterminer les extrema de f)
e on résout I'équation f’(x) = 0;

e parmi les solutions de cette équation, on regarde et on garde celles pour lesquelles
f’ s’annule en changeant de signe;

e on a donc obtenu les extrema locaux de f.
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Exercice 13.4 Trouver les extrema locaux de la fonction f définie sur R par
VxeR, f(x)=x*+x.

La fonction est dérivable sur R, et Vx € R,

f(x) =4x3 +1.

1
Cette dérivée s’annule si et seulement si x> = 7 Il y a une seule solution réelle, —7.
4
De plus, la dérivée est négative avant et positive apres donc la fonction est décroissante

avant —7, et croissante ensuite. On en conclut que la fonction admet un minimum
4

local en ==

Comme la dérivée ne s’annule pas ailleurs, et qu’il n’y a pas de borne ou de point ou la
fonction n’est pas dérivable, cela signifie que la fonction n’admet pas de maximum.

13.3.2 Théoréme de Rolle

Soit a < b, si f est une fonction continue sur [a,b], dérivable sur |a, b|
et qui vérifie f(a) = f(b) alors il existe c €]a, b[ tel que f’(c) = 0.

Démonstration. La fonction f est continue sur le segment [a,b] donc f est bornée et atteint
ses bornes (cf Proposition 10.13 du Chapitre 10). On note m le minimum de f sur [a,b] et M
le maximum de f sur [a,b].

e Si m = M alors la fonction f est constante sur [a,b], f’ est donc nulle sur ]a,b[ et on

b
peut choisir n’importe quel ¢ €]a, b[ pour avoir f’(c) = 0.

e Si m= M, I'une de ces valeurs au moins n’est atteinte ni en a, ni en b (puisque f(a)

f(b)). Supposons qu’il s’agisse de M (le raisonnement est analogue avec m), il existe
alors c €]a, b[ tel que f(c) = M. Comme la fonction admet un maximum en ¢, sa dérivée

s’annule d’apres le Théoreme donc f’(c) = 0.

Remarque : Le réel ¢ n’est pas forcément unique.

O

Interprétation géométrique : La courbe de f admet une tangente horizontale en au moins
un point ¢ €]a, b|.
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Exercice 13.5 Soient f et g deux fonctions continues sur [a,b] et dérivables sur |a,bl.
Montrer qu’il existe c €]a, b tel que :

La fonction ¢ est continue sur [a,b], dérivable sur |a,b[ et vérifie p(a) = f(a)g(b) —
g(a)f(b) = @(b). Ainsi d’apres le théoreme de Rolle, il existe ¢ €]a, b[ tel que ¢’(c) =0,
c’est-a-dire :

f(e)(g(b)—g(a) - g'(c)(f (b) - f(a)) = 0.
Remarque : on aurait pu poser une autre fonction ¢.
Par exemple ¢(x) = (f (x) - f (a))(g(b) —g(a)) - (g(x) - g(a))(f (b) - f (a)) fonctionnait égale-
ment. On avait alors @(a) = ¢@(b) = 0.

13.3.3 Accroissements finis

(Egalité des accroissements finis) Soit a < b. Si f est une fonction
continue sur [a,b] et dérivable sur |a, b[ alors il existe ¢ €]a, b[ tel que

f(0)-f(@)
—-a

fileo)=

Démonstration. On se ramene aux hypotheses du théoreme de Rolle. Pour tout x € [4,b], on

pose :
(b) - (@)
g0 = fi - L0
La fonction g est continue sur [, b] comme somme de fonctions continues, et elle est dérivable
sur |a,b[ comme somme de fonctions dérivables. Et pour tout x €]a, b|,,
’ _ f(b) _f(a)

g0 =fn -1
On remarque que g(b) = g(a) = f(a).
Donc g vérifie les hypothéses du théoréme de Rolle, et il existe ¢ €]a, b[ tel que ¢’(c) = 0. Et

b) —

donc tel que f'(c) = %. O

Exercice 13.6 Montrer que Vx>0 dc€]0,x[

arctanx 1
x  1+c2

Soit x > 0, on définit sur [0,x], la fonction ¢ par :

@(x) = arctant.
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La fonction ¢ est continue sur [0,x] et dérivable sur ]0,x[. Ainsi d’apres le théoreme
des accroissements finis, il existe ¢ €]0, x[ tel que :

p(x)-¢0)
x—0 - (P (C)
t 1
Soit pour tout x > 0, il existe ¢ €]0, x|, el = )
X 1+c¢?

(Inégalités des accroissements finis, version 1) Soient a et b deux réels
tels que a < b. Soit f une fonction continue sur [a;b] et dérivable sur |a; b[. On suppose
qu’il existe deux réels m et M tels que:

Vx €la; b[ m< f'(x) <M
Alors:
m(b-a) < f(b) - fla) < M(b—a).

Démonstration. Si a =10, le résultat est évident.
Sinon, I’égalité des accroissements finis appliquée a la fonction f sur, [4,b] donne I'existence

d'un ¢ €]a, b tel que % = f’(c). Les bornes sur f” donnent par ailleurs m < f'(c) < M
et donc
e LO=f@
b-a
Il suffit alors de tout multiplier par (b —a) > 0 pour obtenir le résultat annoncé. O

Exemple 13.14 En appliquant I'inégalité des accroissements finis a la fonction exp, on
peut montrer que
Vxe[0;1], 0<e*—1< xe.
e

En effet, définissons sur [0;1] la fonction f(x)=e*. La fonction f est continue sur [0;1]
et dérivable sur 0;1[. On a Yx €]0;1[, f'(x) =e*. On a, la fonction exponentielle étant
croissante :

Vxel0;1, 0< f(x)<el=e.

Ainsi d’apres I'inégalité des accroissements finis appliquée sur [0;x] avec x € [0;1], on a:
0(x-0) < f(x) - f(0) <e(x-0)

soit pour tout x € [0;1]:
0<e*—1<ex
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Exercice type 13.3 Montrer que:

1
n+1

S| =

VneN <In(n+1)-In(n) <

Soit n € N*. On définit pour x € [n;n+ 1] la fonction f par f(x)=In(x). Cette fonction
1

est continue sur [n;n+ 1] et dérivable sur |n;n+ 1[. On a pour x €]n;n+1[, f'(x) = —.
x

Ainsi Vx €]n;n+1[, on a
1 1
<F< =

n+1 n

On applique alors I'inégalité des accroissements finis et on obtient :

(n+1-—n),

S| =

n+1(n+1—n)<f(n+1)—f(n)<

soit pour tout n € N*:
1

n+1

S| =

<In(n+1)-In(n) <

(Inégalités des accroissements finis, version 2) Soit f une fonction dériv-
able sur un intervalle I. On suppose qu’il existe k € R tel que:

Vel  If(xl<k

Alors:
V(x1,x,) € I? If (x1) = f(x2) < klxqp = x5).

Remarque :

e dans cette deuzriéme version du théoréme, les réels x; et xo sont rangés dans un ordre
quelconque, alors que dans la premiére version du théoréme, les réels a et b vérifient
a<b.

e rappelons l'équivalence: Yx el |f'(x)|<k << Vxel -k<f'(x)<k.

Exercice 13.7 Montrer que pour tout x € R, |sin(x)| < |x|.

On pose pour t € R, f(t) =sin(#). La fonction f est dérivable sur R, et Yt € R, f'(t) =
cos(t) et Yt € R, |f'(t)] < 1. Ainsi d’aprés I'inégalité des accroissements finis, on a,
V(0,x) € R? : If(x)— f(0)] <1x|x—0] soit |sin(x)| < |x|.

La deuxiéme version de 'inégalité des accroissements finis permet parfois d’étudier la con-
vergence de suites définies par récurrence:
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Exercice type 13.4 On consideére la suite (u,,),cn définie par ug =1 et
1
4
1. Etudier les variations de f et montrer que f([1,2]) c[1,2].

VneN iy = f(u,) =, +~(2-u).

2. Montrer que pour tout entier n dans N, u,, € [1,2].

3. Montrer que si la suite (u,) converge vers ¢, alors € = V2.

1
4. Montrer que pour tout t € [1,2] : [f/(¢)| < >

1
5. Montrer que pour tout entier n dans N: |u,,q —‘/§| < 5|un = ‘/El, puis que :

voiie(3)

6. En déduire la convergence de la suite (u,,).

n

Corrigé :

1. La fonction f est dérivable sur R (comme polynéme) et pour tout x € R,

f@=1-3.

Ainsi, f’(x) > 0 pour x < 2 et f'(x) < 0 pour x > 2. Donc, f est croissante sur
] —00;2[ et décroissante sur [2;+o0].

5 3
Par ailleurs, f(1) = 1 et f(2) = 5 f étant croissante sur [1;2], on en déduit

f([1;2]) = [Z%] c[1;2].

2. Pour tout ne N, on a u, 1 = f(u,). Notons P(n) la propriété « u, €[1;2]. »
Initialisation : (n=0) wuy=1¢€[1;2] donc P(0) est vraie.
Hérédité : Soit n € N. Supposons P(n) vraie et montrons que P(n+ 1) est vraie.
D’aprés ce qui précede, on sait que f([1;2]) C [1;2]. Or, par hypothese de récur-
rence, u, € [1;2]. Donc, u,,1 = f(u,) € f([1;2]) C[1;2]. Donc, P(n+ 1) est vraie.
Conclusion : D’apres le principe de récurrence, la proposition P(n) est vraie pour
tout n € N, a savoir :Yne N,u, €[1;2].

3. Supposons que (u,),en converge vers £ € R. Alors, (u,,,1),en converge également
vers {. De plus, la fonction f est continue (car dérivable), donc (f(u,,)),en converge
vers f(¢). Par unicité de la limite de la suite (u,),en, on en déduit que € = f(£).
Ainsi,

1
=10+ Z(2—52) soit €2 = 2 soit £ = +V2.
Or, u, € [1;2] pour tout n € N donc € € [1;2] et donc £ = V2.

I
4. On a vu que pour tout t € R, f'(f)=1- >: Et donc

t 1 1
Vtell;2], ‘H=l-=<1-===.
(L2, If'(l=1-5<1-5=3
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5. Soit n € N. On applique la deuxieme version de I'inégalité des accroissements finis
a f sur lintervalle [1;2] avec a = u, et b = V2. Cela donne, grace a la question
précédente :

i = V2= 1 1) = £ (V2) < 3l = V2.

Notons P(n) la propriété : « |u, — \/§| < ( ) »

1
2
Initialisation : (n1=0) |ug—V2|=]1-V2|<
Hérédité : Soit n € N. Supposons P(n) vraie e
D’apres ce qui précede,
1
|un+1 - \/El < Elun - \/§|
1 /1y . ,
3 X (E) par hypothese de récurrence

1 n+1
<(3)
2

. Donc, P(0) est vraie.

SN =

montrons que P(n+ 1) est vraie.

IN

Donc, P(n+ 1) est vraie.
Conclusion : D’apres le principe de récurrence, la proposition P(n) est vraie pour

tout n € N, a savoir :

1 n
Vneh\l,lun—\/zlg(z) .

1 1\"
6. Comme |=|< 1, on a (—) —> 0. D’apres le théoreme d’encadrement, on a
2 2/ n—+oo

lu,- V2| — 0, dotu, — V2.
n—+oo n—+oo

13.3.4 Etude de la dérivée

Proposition 13.8 (Variations de fonctions dérivables) Soit f une fonction dérivable sur
un intervalle I. Alors :

e f est croissante sur I si et seulement si: YxeI, f'(x)>0.
e f est décroissante sur I si et seulement si : YxeI, f’(x)<0.

e f est constante sur I si et seulement si : YxeI, f'(x)=0.

Démonstration. Le deuxieme point s’obtient en appliquant le premier point a —f, et le
troisieme point s’obtient avec la réunion des deux premiers points.
Montrons le premier point et pour cela raisonnons par double implication.
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(=) Supposons que f est croissante sur I. Soit xy € I, pour tout x € I'\ {xy}, on a :

f(x)=f(xo)

X —Xp

= 0.

Par passage a la limite (la limite existe et est finie par définition de f’(xp)), on obtient
f"(x9) = 0. Ceci étant vrai pour tout x € I, cela donne la positivité de f” sur I.

(<) Supposons que Yx € I,f’(x) > 0. Soit x et v dans I tels que x < y. La fonction f
étant dérivable sur I, I'inégalité des accroissements finis (dont on utilise seulement la partie
minoration) donne:

0@y —x) < f(¥) ~ flx).

D’ou f(x) < f(y). Comme c’est vrai pour tout couple (x,y) tel que x < p, la fonction f est
croissante sur I. O

Attention ! Le résultat du troisieme point est faux si I n’est pas un intervalle. Ainsi, la
fonction définie sur R* par f(x)=-1si x <0 et f(x) =1 si x>0, vérifie f'(x) = 0 pour tout
x € R, mais f n’est pas constante.

Soient f et g deux fonctions définies et dérivables sur un intervalle I,
et soit a € I. On suppose que f(a) = g(a). Alors,

f=gsurl < Vxel,f'(x)=¢"(x).

Exercice 13.8 Soit f une fonction dérivable sur R telle f(0) =1 et f'(x) = f(x) pour

S

tout x € R. On consideére la fonction g définie sur R par g(x) = —_—.
e

1. Justifier que g est dérivable sur R puis montrer que pour tout x € R, g’(x) = 0.

2. Calculer g(0). Que peut-on en déduire pour g7 Que peut-on en déduire pour f?

1. La fonction x — e* ne s’annule pas sur R et est dérivable sur R. Comme f est
également dérivable sur R, on en déduit que g est dérivable sur R comme quotient
de fonctions dérivables sur R. De plus, pour tout x € R,

fl(x)e" = f(x)e* _ f(x)e* — fx)e”

(ex)Z - e2x

g'(x) = = 0.

f(0)

2. On a g(0) = —5~ = 1. D’apres le théoréme ci-dessus, on a
e

VxeR, g(x)=1.

Et donc,
VxeR, f(x)=e".

On vient donc de montrer que f est 'unique fonction dérivable sur R vérifiant

f(x) = f(x) et £(0)=1.
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Remarque : On peut adapter les résultats de la Proposition pour montrer la stricte
monotonie : soit f une fonction dérivable sur un intervalle I de R,

o Sipour tout x €I, f'(x)>0 alors f est strictement croissante sur I.

e Plus généralement, si pour tout x € J, f'(x) >0, ot ] est Uintervalle I auquel on a retiré
un nombre fini de points, alors f est strictement croissante sur I.

Exemple 13.15 On considére la fonction f définie sur R par f(x) = x°.

Alors, f est dérivable sur R et pour tout x € R, f’(x) = 3x*. Ainsi, f’(0) = 0 et pour
tout x e R*, f ’(x) > 0. On peut en conclure que f est strictement croissante sur R.

Méthode 13.3 (Etudier les variations d’une fonction)
e on justifie que la fonction est bien dérivable ;
e on calcule la dérivée de la fonction ;

e on détermine le signe de la dérivée avant de conclure ;

Exercice 13.9 Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 2x3 —15x% + 36x - 28. Etudier
les variations de la fonction f.

La fonction f est dérivable sur R en tant que polynéme. De plus, pour tout x € R,
f'(x) = 6x> —30x + 36. Il nous maintenant étudier le signe de ce polynoéme de degré 2.
Son discriminant vaut donc A = (=30)2 =4 x 6 x 36 = 36. L’équation 6x> —30x+ 36 =0
admet donc deux racines qui sont :

_30—\/%_2

1= 7556

_30+V36 _,

2= 7556

Par ailleurs, le coefficient dominant est strictement positif. On en déduit le tableau de
signe de f” et le tableau de variation de f:

X —00 2 3 +00
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