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Les mathématiques consistent a prouver
une chose évidente par des moyens
complexes.

George Polya

Les notions de limites et de continuité sont fondamentales en analyse. Dans ce chapitre,
nous commencerons par introduire de maniére rigoureuse les notions de limites de fonc-
tions définies sur un intervalle de R, puis nous compléterons les techniques de calcul
de limites abordées dans le chapitre sur les suites convergentes. Enfin, nous donnerons
la définition rigoureuse d’une fonction continue et mous verrons les propriétés qui en
découlent.

10.1 Limites

10.1.1 Limites d’une fonction

Exemple introductif

Considérons la fonction f(x) =

de f au voisinage de 0.
Commencons par donner quelques valeurs numériques de f(x) lorsque x est proche de O :

X

définie sur R*. On cherche & connaitre le comportement

X

-1

-0.5

-0.1

-0.01

-0.001

0.001

0.01

0.1

0.5

1

f(x)

0.6321

0.7869

0.9516

0.9950

0.9995

1.0005

1.0050

1.0517

1.2974

1.7182

On remarque que, plus x prend des valeurs proches de 0, plus f(x) prend des valeurs proches

de 1.
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Cela se voit aussi graphiquement : quelle que soit la largeur de la bande horizontale H centrée
sur la droite d’équation y =1, il existe une bande verticale V centrée sur la droite d’équation
x = 0 telle que les points de la représentation graphique de f dont les abscisses sont dans V
ont des ordonnées situées dans H.

X

L)
1+¢

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, - — -
1-¢

1 1 1 1 1 —

-5 -4 -3 -2 -1 Ta g ta 1

On dit que la fonction f a pour limite 1 en 0 ou que f(x) tend vers 1 lorsque x tend vers 0.

Dans toute la suite, I désignera un intervalle de R non vide et non réduit a un point, noté
en abrégé intervalle®).

Limite finie ou infinie en x5 € R

Définition 10.1 Soit I un intervalle® de R. Soit X € R un élément de I ou une extrémité
de I. Soit f une fonction définie sur I.

e Soit £ € R. On dit que f admet ¢ pour limite en xy (ou encore que f(x) tend vers
¢ quand x tend vers x) si:

Ye>0 da>0 Vxeln[xg—a;xg+a] |f(x)-{<e

e On dit que f admet +oco pour limite en x (ou encore que f(x) tend vers +oco quand
x tend vers xq) si:

YVAeR Jda>0 Vxeln[xg—a;xg+a] f(x)=A

e On dit que f admet —co pour limite en xy (ou encore que f(x) tend vers —co quand
x tend vers xg) si:

VBeR da>0 VxelNn[xg—a;xp+a] f(x)<B

Remarque : Le premier point s’écrit également :

Ve>0, Jda>0 tel queVxel|x—xg|<a=|f(x)-{|<e.



10.1. LIMITES

Illustrations graphiques des deux premieres définitions:

f(x) est aussi proche de ¢ qu’on veut pourvu que x soit suffisamment proche de x.

y

A,,, - - -

I
I
I
I
I
|
|
|
|
I
I
I
I
I
I
Il
|
|
|
|
I
I
I
I
I
Xg— &
X

f(x) est aussi grand que l'on veut pourvu que x soit suffisamment proche de x;.

Définition 10.2 Sil’une des trois conditions précédentes est vérifiée, on dit que f admet
une limite (finie ou infinie selon le cas) en xg.

Avec les notations précédentes, s’il existe € € RU{+o0, —oco} vers lequel
f(x) tende lorsque x tend vers xg, alors il est unique. Il est appelé la limite de f en xg
et on le note:

i

Démonstration.
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Exemple 10.1 Soit f définie sur R par f(x)= 2x+ 3. Montrons que lirr% f(x)=5.
x—

Remarque : Par la suite, l'usage des «&» sera réservé aux exercices théoriques ou trés difficiles.

Limite a gauche, a droite en x; € R

Pour certaines fonctions, il peut étre utile de distinguer le comportement en un point x; selon
que ’on s’approche de x;

e exclusivement par la gauche, i.e par valeurs inférieures, i.e pour des abscisses x < xq

e exclusivement par la droite, i.e par valeurs supérieures, ¢.e pour des abscisses x > xg.

Définition 10.3 Soit I un intervalle® de R. Soit X € R un élément de I ou une extrémité
de I. Soit f une fonction définie sur I. On dit que f admet une limite & gauche en x
si elle vérifie les conditions pour une limite, en remplacant partout [xg— a;x¢ + a] par
[xg — a;x0[. Quand une limite & gauche existe, alors elle est unique et on l'appelle la
limite & gauche en x; de f. Elle est notée:
lim f(x) ou lim f(x) ou l%(mf
0

XX, X—X
xX<Xq
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Définition 10.4 Soit I un intervalle® de R. Soit Xg € R un élément de I ou une extrémité
de I. Soit f une fonction définie sur I. On dit que f admet une limite a droite en x
si elle vérifie les conditions pour une limite, en remplagant partout [x, — a;xg + a] par
]x0;x0 + @]. Quand une limite & droite existe, alors elle est unique et on l'appelle la
limite & droite en xy de f. Elle est notée:

lim f(x) ou lim f(x) ou limf

XoXE X=X
xX>x0

On peut illustrer les deux définitions précédentes dans le cas d’une limite finie :

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

e silorsque x se rapproche de x( par valeurs inférieures, f(x) A
se rapproche de ¢’ on dit que f admet ¢’ pour limite
gauche en x, et on note

lim f(x)=¢" ou lim f(x)={¢

X=Xy X—Xq
x<x()

e si lorsque x se rapproche de x, par valeurs supérieures,
f(x) se rapproche de €, on dit que f admet ¢ pour limite
a droite en x( et on note

lim f(x)=¢ ou lim f(x)=¢
x—x§ X—Xg
xX>X()

On peut illustrer les deux définitions précédentes dans le cas d’une limite infinie :

Limite « a droite de xy » Limite « a gauche de xg »
y

+o0
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lim f(x) = —oo lim f(x) = —oo
X=X X=X
X>x() X<xQ

Remarque : La notion de limite d gauche (resp. a droite) n'a de sens que si il est possible
d’approcher xq sous la contrainte x < xq (resp. x> xg).
Par exemple, étudier la limite a gauche en 0 de la fonction In n’a pas de sens.

Exemple 10.2 Déterminer les limites a gauche et a droite des fonctions suivantes en x:

e f(x)=|x]et xg=1

° g(x):?etxozo

e* six>0
.h(x)_{x2+1 six<0 et %o =0.
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Extension des définitions

Les définitions précédentes se généralisent au cas ou f est définie sur I\ {xo} au lieu de I: il
suffit de remplacer I par I\ {x¢} partout dans ces définitions.

Soit I un intervalle™ de R, soit x € I et soit f définie sur I ou sur
I'\ {xo}.

1. Si xg n’est pas une extrémité de I et si f est définie en x(, alors f admet une
limite en x; si et seulement si f admet une limite & gauche et a droite en x; et
que ces deux limites sont égales a f(x).

2. Si xp n’est pas une extrémité de I et si f n’est pas définie en x(, alors f admet
une limite en x, si et seulement si f admet une limite & gauche et a droite en x;
et que ces deux limites sont égales.

3. Si x( est I'extrémité gauche (respectivement droite) de I et si f est définie en x,
alors f admet une limite en x( si et seulement si f admet une limite a droite
(respectivement & gauche) en xqg et que cette limite est égale a f(xg).

4. Si xqg est 'extrémité gauche (respectivement droite) de I et si f n’est pas définie
en xg, alors f admet une limite en x; si et seulement si f admet une limite a
droite (respectivement & gauche) en x.

Exercice type 10.1 1. Soit f la fonction définie par:

R — R

f: 2x+3 si x=1
X —> a

7 si x=1

La fonction f admet-elle une limite en 1~ 7 en 17 7 en 1 ?

2. Soit g la fonction définie par:
R\{3} — R
& X —> x2=9
x-3

La fonction g admet-elle une limite en 37 7 en 37 ? en 3 7
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3. Soit h la fonction définie par:

X — Vx-2

La fonction 4 admet-elle une limite en 27 ? en 2 ?

h:{[2;+oo[ — R

4. Soit ¢ la fonction définie par:

(p:{]—oo;S[ — R

X —  In(8 —x)

La fonction ¢ admet-elle une limite en 8 7 en 8 ?

Méthode 10.1 L’étude de la limite de f en un point x( a I'aide des limites a gauche et
a droite est pertinente si on est dans une des situations suivantes :

e f(x) s’exprime différemment a gauche et a droite de x,

e f n’est pas définie en x,

Exercice 10.1 On considére les trois fonctions:

R, — R R — R R — R
iy 1 vie 1 wiy 1
\/} X x2

Les fonctions u, v et w admettent-elles une limite en 0 7 Si oui, quelle est la valeur de
cette limite ?
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Limite finie a ’infini

Définition 10.5 Soit I un intervalle de R dont I'extrémité droite est +oco. Soit f définie
sur I. Soit € € R. On dit que f admet ¢ pour limite en +oco (ou que f(x) tend vers ¢
quand x tend vers +oo) si:

Ve>0 dAMeR VxelNn[M;+oo| |[f(x)-{|<e.

Autrement dit, f(x) peut étre rendu aussi proche de € que 'on veut, pourvu que x soit

suffisamment grand.

On a une définition similaire pour une limite finie en —co.
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Définition 10.6 Soit I un intervalle de R dont I'extrémité gauche est —co. Soit f définie
sur I. Soit € € R. On dit que f admet ¢ pour limite en —co (ou que f(x) tend vers ¢
quand x tend vers —oo) si:

Ye>0 dmeR Vxeln]-oo;m] |f(x)—{|<e.

Autrement dit, f(x) peut étre rendu aussi proche de € que 'on veut, pourvu que x soit
suffisamment petit.

Avec les notations précédentes, s’il existe € € R vers lequel f(x) tende
lorsque x tend vers +oo, alors il est unique. Il est appelé la limite de f en +oo et on le
note:

lim f(x) ou limf
+00

X—+00

1
Exemple 10.3 lim (4+ —) et  lim e*
X—+00 X X—>—00
Limite infinie en ’infini

Définition 10.7 Soit I un intervalle de R dont I'extrémité droite est +co. Soit f définie
sur I.

e On dit que f admet +oco pour limite en +oo (ou que f(x) tend vers +oo quand x
tend vers +o0) si:

VAeR dIMeR VxelNn[M;+oo[ f(x)=A.

e On dit que f admet —oco pour limite en +co (ou que f(x) tend vers —oco quand x
tend vers +o0) si:

VBeR IMeR VxelIn[M;+oo[ f(x)<B.
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Définition 10.8 Soit I un intervalle de R dont I'extrémité gauche est —co. Soit f définie
sur I.

e On dit que f admet +oco pour limite en —co (ou que f(x) tend vers +oo quand x
tend vers —oo) si:

VAeR dmeR Vxeln]-oo;m] f(x) > A.

e On dit que f admet —co pour limite en —co (ou que f(x) tend vers —co quand x
tend vers —oo) si:

VBeR dmeR VxelIN]—oo;m]|

=
o
N
o]

Avec les notations précédentes, s’il existe € € {+oo,—0co} vers lequel
f(x) tende lorsque x tend vers +co, alors il est unique. Il est appelé la limite de f en
+o0 et on le note:

Jim f0) ou limf.

Limites des fonctions usuelles

(Limites des fonctions puissances ou inverses de puissances)

1. lim x% =+

X—+00
2. lim x> =+co et lim x®= -

X—>+00 X—>—00

1 o1 ) .

3. lim — =400, lim —=-0c0 et lim = =0, lim —=0

x—0t X x—0~ X X—+00 X xX——00 X

1 1 1 1

4. lim — = lim — =4c0 et lim — = lim —=0

x—0t X x—0- x2 B X—+00 X X——00 X2 -
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(Fonctions logarithme et exponentielle)

1. La fonction logarithme est définie sur R et les limites aux bornes de son domaine
de définition sont :

lim In(x)=+co et lim In(x)=—co.
X—>+00 x—07*

2. La fonction exponentielle est définie sur R et les limites aux bornes de son domaine
de définition sont :

lim e*=0 et lim e* = +co.
X——00 X—+00

10.1.2 Opérations sur les limites

Opérations algébriques et formes indéterminées

Somme
lim f(x) 4 4 ¢ | —00 | —00 | 400
X—Xg
lim g(x) VA +00 | —00 | +00 | —0c0 | +00
X=X,
lim (f(x)+g(x)) | £+ | 400 | —c0 | FI | —0c0 | +00
X—Xg

lim f(x) C | #0| 0 | xo00
X—Xxg
lim g(x) ¢’ | oo | 00 | o0
X—Xg
lim f(x)g(x) | €€’ | +co | FI | o0
X—X
lim f(x) [ €0 | 07 | 07 | +o0 | —0
X—X
. I I + _
xll_)l'gclom Z +00 | —00 0 0
lim f(x) 14 (0| 0| € | £00 | £00
X—Xg
lim g(x) [ ’=0| 0% | 0 | o0 | £=0 | 200
X—Xg
lirnM ﬁ +c0 | FI | 0* | 400 | FI
X—Xg g(x) v’

[Formes indéterminées]

Il y a 4 formes indéterminées:

e (+00)+ (—00) e 0Xx(xo0) °

olo
[
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Limite d’une fonction composée

Si lim f(x)=A et si )l(irrz\g(X) ={ alors lim g(f(x)) =¢.

X—Xg X—X,

1
Exemple 10.4 Déterminer lim ex.
X—>+00

Méthode pour calculer des limites

Méthode 10.2 (Pour calculer la limite d’'une fonction) 1. On détermine la limite de
chacun des termes apparaissant dans I’expression de la fonction.

2. Si on n’obtient pas de forme indéterminée :
On peut alors calculer directement la limite de la fonction a 1’aide des opérations
sur les limites (en distinguant éventuellement limite & gauche et limite a droite).

3. Si on obtient une forme indéterminée :
On transforme 'expression de la fonction pour lever l'indétermination en fac-
torisant par le terme prépondérant ou en multipliant par la forme conjuguée (si il
y a des racines)...
On calcule ensuite la limite de la fonction a ’aide des opérations sur les limites.

Exemple 10.5 Déterminer les limites suivantes :
eX

1. lim —
x—o—cox- —x+1

2x

2 alcl—r>r(1) x —1In(x)
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4. lim

5.

6.

x—1 IH(X)

. x2-2x-2
lim ————
x—+oo  2x2+41

lim (Vx2+3x+4—x)

X—+00

CHAPITRE 10. LIMITES ET CONTINUITE
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Pour lever certaines formes indéterminées, il faut connaitre le comportement asymptotique
des fonctions usuelles les unes par rapport aux autres. C’est ce qu'on appelle la croissance
comparée.

(Croissance comparée) Pour tous «,f >0,

o ax
1 lim BT 3. lim & = +o0
X—+00 xP X—+00 X
2. lim xP|In(x)|* = 0 4. lim |xfe®* =0
x—0 X—>—00

En bref, 'exponentielle ’emporte sur la puissance, qui I’emporte sur le logarithme.

Exemple 10.6 Déterminer les limites suivantes

. e*+2x-1
1. lim —/————
x—+00 x2 +In(x)
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2. lim(x?

1(x” x)In(x)

3. lim (x%+In(x))e™

X—>+00

10.1.3 Limites et ordre

Dans toute la suite du chapitre:
® Xy € RU {+(>O,—OO}

e D est une partie de R telle que:

LIMITES ET CONTINUITE

—sixg€eRalors D=1 ou D=1\ {xp} ot I est un intervalle® de R et x, un élément

de I ou une extrémité de I.
— 8l xg = +oo alors dag € R [ag;+oo[C D
— s xg=—o0 alors ABy € R |—o0; B9l C D

Attention ! L’ensemble D n’est pas nécessairement 'ensemble de définition Dy de f !
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Généralités
Soient f et g deux fonctions définies sur D telles que:
VxeD  f(x)<g(®)
On suppose de plus que f et g admettent une limite en xy € R U {+00,—oco0}. Alors:
lim f(x) < lim g(x)

X—Xg X—Xq

Attention ! Si éventuellement Vx € D f(x) < g(x), alors I'inégalité portant sur les limites
reste large !

1
Par exemple, pour tout x >0, — >0 et pourtant lim — =0.
X X—+00 X

Démonstration.

Théoréme d’encadrement

Soient f, g et h trois fonctions définies sur D telles que:
VxeD f(x) < h(x) < g(x)
On suppose de plus que f et g admettent une limite finie en x5 € RU {+00, —co} et que

Jirg )= Jim g(0) = £

Alors la fonction h admet une limite finie en xg et lim h(x) = €.
X—X

Démonstration.
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O]

Remarque : Ce théoreme est bien pratique car il fournit o la fois 'existence et la valeur de la
limite.

X
Exemple 10.7 Déterminer lim Lx] .
x—+o00 X + 1

cos(x
Exercice 10.2 Déterminer la limite en +co de la fonction f définie sur R* par x — ( )

Théoréme de comparaison

Soient f et g deux fonctions définies sur D telles que:
VxeD  f(x)<g(x)

e si lim f(x)=+co alors lim g(x) = +oo.
X—Xg xX—X

e si xh_}rrxlog(x) = —oo alors xh_)rgclof(x) = —0oo.
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Exemple 10.8 Déterminer lim |x].
X—+00

Cas des fonctions monotones

(de limite monotone) Soit f une fonction croissante sur un intervalle
[a;b[. Alors f admet une limite en b. Plus précisément,

e Si f est majorée sur [a;b[, alors f admet une limite finie en b,

e Si f n’est pas majorée sur [a;b[, alors lin;f(x) = +o00.
X—

Remarque : On peut adapter ce théoréme aux fonctions croissantes ou décroissantes sur des
intervalles [a;b[ ou ]a;b].

10.1.4 Branches infinies

Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On note €¢ la courbe représentative de f dans
un repere orthonormé. Une branche infinie de €} est une portion de €y de longueur infinie.
On parle donc de branche infinie dés que I'une au moins des deux coordonnées x ou y = f(x)
tend vers l'infini.

Limites infinies en x; € R

Définition 10.9 Soit xy un élément de I ou une extrémité de I. Si lim f(x) = +oo ou

x—x§
lim f(x) = oo alors la droite d’équation x = x; est dite asymptote verticale a €; au
x—>x0
voisinage de x.
y y
y y
x0 X0
(0] X (0] X

O X0 \-L ’_’e, xox
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Exemple 10.9 e lim In(x)

x—0*

Limite finie en +oco

Définition 10.10 Si lirP f(x) = € R alors la droite d’équation y = € est dite asymptote
X—>+00

horizontale & € au voisinage de *co.

Exemple 10.10 e lim e*

X——00

. 3x+4
e lim

X—400 X —2

Limite infinie en +co

Définition 10.11 Soit f une fonction n’ayant pas une limite finie en +oo (resp. —o0).
Si lim (f(x)—(ax+Db)) =0 (resp. lim (f(x)-(ax+ b)) =0) alors la droite d’équation
X—+00 =Y

y = ax +b est dite asymptote oblique a <gf au voisinage de +oo (resp. -o0).

Asymptotes obliques
y

lim f(x)=+o0  lim f(x)=-c0  lim f(x)=+
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1
Exemple 10.11 Soit la fonction f définie sur R* par f(x) =2x+1+ — - Admet-elle une
X

asymptote oblique au voisinage de +c0? de —oco?

Position de la courbe par rapport a une branche infinie en +co

Méthode 10.3 Notons Cy la courbe représentative d’une fonction f donnée et notons
D d’équation y = ax + b une asymptote a la courbe en +oco. Pour étudier la position de
Cy par rapport a D, il faut étudier le signe de :

f(x)—(ax+D)
e Si f(x)—(ax+b)>0 alors la courbe Cy est au-dessus de D
e Si f(x)—(ax+b) <0 alors la courbe Cf est en dessous de D

e Si il existe xq tel que f(xg)—(axg+b) =0 alors Cy et la droite D se coupent au
point d’abscisse x

Exemple 10.12 Reprenons I’Exemple .

10.2 Continuité

10.2.1 Définitions

Soit I un intervalle® de R, soit xg € I, la Proposition nous dit que si f est définie en x
et que si f admet une limite finie en x(, alors c’est nécessairement f(xg).

Définition 10.12 Soit I un intervalle® de R, soit xo € I et soit f définie sur I.
On dit que f est continue en x; si et seulement si f admet une limite finie en x,, égale

a f(xo).

Autrement dit: f est continue en xg si et seulement si f est définie en x( et

lim f(x) = f(xo).

X—Xg

Sinon f est dite discontinue en x; ou que x est un point de discontinuité de f.
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v y

fo | M e foe M
\ \

flxo) p==of=———~ 7 ‘A |
| \
H flxo) pfp-—————~ | 4
| 1 | |
xxg V Xx0 x

La fonction f n’est pas continue en x.
La courbe %f présente un saut au point d’abscisse
X0-

La fonction f est continue.
Pour tout réel xg de I, on peut rendre f(x) aussi
proche que l'on veut de f(xo) pourvu que x soit Le point M n’est pas proche du point A quand x

suffisamment proche de xg. est proche de xg

Méthode 10.4 Pour montrer que f est continue en xg, il suffit de montrer que

lim £(x) = f(xo)-

X—Xq

Exemple 10.13 Etudier la continuité en 1 de la fonction f définie sur R par

x2-1 . 1
f)={ =1 *7

1 six=1.

Exemple 10.14 Etudier la continuité en 0 de la fonction f définie sur R par

1 :
f(x)={ exp(—p) six=0
0 six=0.
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Définition 10.13 Sous les mémes hypotheses que précédemment:

e On dit que f est continue a gauche en x; si et seulement si f est définie en x; et

lim_f(x) = f(xo)-
x—>x0
e On dit que f est continue & droite en x si et seulement si f est définie en x( et

lim f(x) = f(xo)-

x—x]

1. Si xg n’est pas une extrémité de I, alors on a 1’équivalence:
f continue en x, si et seulement si f est continue a gauche et a droite en x.

2. Si x( est extrémité gauche (respectivement droite) de I, alors on a I’équivalence:
f est continue en x, si et seulement si f est continue & droite (respectivement a
gauche) en xg.

Méthode 10.5 L’étude de la continuité & gauche ou a droite de f en un point x, est
pertinente si on est dans une des situations suivantes :

e f(x) s’exprime différemment a gauche et a droite de xq

e Il y a un dénominateur dans 'expression de f(x) dont la limite en x; est nulle.

Exemple 10.15 Etudier la continuité en 0 de la fonction f définie sur R par :

£(x) :{ xexp(%) six=0
0 si x=0.
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Exemple 10.16 Etudier la continuité en 0 de la fonction f définie sur R par :

x six<0
f(x)={

1 ( 1) x>0
—expl——] six>0.
x P X

10.2.2 Prolongement par continuité

Définition 10.14 Soit I un intervalle® de R, soit xo € I et soit f définie sur I\ {xo}.
On dit que f est prolongeable par continuité en x( lorsque f admet une limite finie en

xo- Notons cette limite €.

L’application
I — R

f: f(x) si x#xg

X —> )
¢ si x=xg

est appelée le prolongement par continuité de f en x.

Remarque :
e La fonction f est évidemment continue en x.

e Souvent, on prolonge la fonction f en posant simplement f(xq) =€ et on confond la
fonction f et la fonction f.

e On définit de méme la notion de prolongement a gauche et a droite.

]0;+00[ — R

g —  xIn(x) est-elle prolongeable par

Exemple 10.17 La fonction g : {

continuité en 0 7
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R* — R

Exemple 10.18 La fonction f : { 1 ) est-elle prolongeable par continu-

X > exp (;

itéen 0 7

10.2.3 Continuité sur un intervalle

Définition 10.15 On dit que f est continue sur un intervalle I si f est continue en tout
point de I.

R

R
Exemple 10.19 1. La fonctionf:{ N : 2 est

R — R

2. La fonctiong:{ X o x est

Notations : L’ensemble des fonctions continues sur un intervalle I se note C(I,R) ou encore
(I, R).

Remarque : Plus généralement, on dit que f est continue sur un ensemble D si f est continue
en tout point de D. Par exemple, la fonction inverse est continue sur R} et RL. On dira que
la fonction inverse est continue sur D = R*.

10.2.4 Opérations sur les fonctions continues

e Soit A dans R. Si f et g sont continues en xg, alors f +g, f xg
et Af sont continues en x.

1
e Si g est continue en x avec g(xg) # 0, alors — est continue en xj. Si de plus, f

est continue en xg, alors i est continue en x.

e Si f est continue en xg et si g est continue en f(x() alors go f est continue en x.
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(Continuité des fonctions de référence)

Les fonctions polynomes, les fonctions rationnelles, la fonction valeur absolue, la
fonction racine carrée, les fonctions logarithmes, les fonctions exponentielles, les
fonctions puissances, les fonctions trigonométriques (cos, sin, tan et arctan) sont

toutes continues sur leur domaine de définition.

La fonction partie entiére est continue sur tout intervalle [n;n+1[, avec n € Z,

puisqu’elle est constante égale a n sur cet intervalle. En revanche, elle est discontinue en tout
point n € Z car:

lim|x]=n-1 e lim|x]=mn.

x—n- n—nt

En résumé, la fonction partie entiére est continue sur R\ Z mais discontinue en tout point de

Z.

Si f est continue sur un intervalle I et si g est continue sur un

intervalle | tel que f(I)C]J.
Alors go f est continue sur I.

R
Exercice 10.3 Montrer que la fonction ¢ : { x —

Exercice 10.4 Montrer que la fonction f définie sur R par

ei six<O0
f(x)= 0 six=0
xIn(x) six>0.

est continue sur R.

R
x2)

— In(1+

est continue sur R.
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10.2.5 Théoréme des valeurs intermédiaires

(des valeurs intermédiaires)

Soient a et b dans R tels que a <b. Si f est continue sur U'intervalle [a;b], alors

pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), il existe ¢ € [a;b] tel que f(c) = k.
Autrement dit, I’équation f(x) = k d’inconnue x admet au moins une solution

dans 'intervalle [a;b].

f n’est pas continue sur |

f est continue sur [

fla)

L’image de l’intervalle [a;b] n’est pas un

L’image de l’intervalle [a;b] est un .
intervalle intervalle.
Tout réel k compris entre f(a) et f(b) est Il existe des réels kampI.‘lS entre f(a) ?t
. \ . Y1 f(b) pour lesquels ’équation f(x) =k n’a
I'image d’au moins un élément de [a;b]. .
pas de solution.

L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle:

si f est continue sur un intervalle I, alors f(I) est un intervalle.
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1
Exemple 10.20 On considere la fonction f définie sur R par f(x) = T2
x

1. Etudier les variations de f.

/\

2. Déterminer f(]—1;1]), f([0;2]), f(]—1;+o0[) et f(R).

Attention ! Comme on vient de le voir dans l’exemple précédent, les intervalles I et f(I) ne
sont pas nécessairement de méme nature. C’est par contre le cas lorsque l'intervalle est un
segment i.e. de la forme [a;b] comme on le verra dans la Proposition .
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(Corollaire du TVI) Soit (a,b) € R? avec a < b.
Si f est continue sur [a;b] telle que f(a) X f(b) < 0 alors f s’annule au moins une fois
sur [a;b].

Exemple 10.21 Montrer que ’équation e* = 2 — x admet au moins une solution dans
I'intervalle [0;1].

Définition 10.16 Un segment est un intervalle fermé borné i.e. un intervalle de la forme
[a;b] avec aeR et beR.

L’image d’un segment par une fonction continue est un segment.
Si f est continue sur un segment [a;b], alors f([a;b]) = [m; M] est un segment. On a de
plus :

= 1 M: .
m xfg;;r;]f(X) et xrg[%]f(X)

Remarque : En particulier, si une fonction f est continue sur un segment alors f y posséde
un maximum et un minimum. On dit que f atteint ses bornes.

10.2.6 Théoreme de la bijection

Rappelons la définition d’une fonction bijective et de sa bijection réciproque :

Définition 10.17 Soient I et ] deux intervalles de R et f une fonction de I dans J. La
fonction f est une bijection de I dans J lorsque tout élément y € J possede un unique
antécédent x € I par f. Autrement dit :

Vye], dlxel, p=f(x).

Définition 10.18 Soit f une bijection d’un intervalle I dans J = f(I).
On appelle bijection réciproque de f la fonction notée f ~1 définie par :

)] — I
/ '{y — )

ou f_l(y) est I'unique antécédent de y par f. Ainsi pour tout xel et pe] :

y=f(x) = [y =x
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(de la bijection) Si f est une fonction continue et strictement monotone
sur un intervalle I, alors f réalise une bijection de I sur Iintervalle image J = f(I).
La bijection réciproque f L. ]+ I est elle aussi strictement monotone, de méme
monotonie que f. De plus, f ~1 est continue sur J.

Remarque : Dans un repére orthonormé, les courbes représentatives %f et %JH sont symétriques
par rapport a la droite d’équation vy = x.

(Corollaire du Théoréme de la bijection) Soient a et b dans R tels que
a <b. Sila fonction f est continue et strictement monotone sur [a;b], alors pour tout
réel k compris entre f(a) et f(b), il existe un unique c¢ € [a;b] tel que f(c) = k. Autrement
dit, I’équation f(x) =k d’inconnue x admet une unique solution dans l'intervalle [a;b].

Démonstration.

e¥-1

Exercice 10.5 Considérons la fonction f définie sur R par f(x) = 7

1. Etudier les variations de f.

2. Montrer que la fonction f réalise une bijection de son ensemble de définition sur
un intervalle | & déterminer.

3. On note f ~1 1a bijection réciproque de f. Préciser les variations de f 1 qur J.

4. Pour tout y € J, résoudre I’équation y = f(x) d’inconnue x. En déduire I’expression
de f71.

5. Tracer dans un méme repere les courbes représentatives de f et de f -1

Correction:
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5. Tracons les courbes de f et de f~! dans un méme repére:

Exercice 10.6 Montrer que 'équation x° + x = 3 admet une unique solution a dans
I'intervalle [1;2].
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