ECG1, Mathématiques Colle n°7 Quinzaine n°7

Feuille de colles n°7

Exercice 1 Question de cours

Soit E un espace vectoriel, soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.
Montrer que F' N G est un sous-espace vectoriel de E.

Exercice 2 Question de cours

Calculer les limites suivantes :

1. lim < 2. lim S0 3. 1im )
z—0 T z—0 X z—=1x —1
Exercice 3 Question de cours

Soit f la fonction définie sur [0, +oo[ par
f(x)=2%In(z) si >0 et f(0)=0.

1. Montrer que f est dérivable sur [0, +00[ et calculer sa dérivée.
2. Montrer que f € C*([0, +o0]).

Exercice 4 Question de cours
Montrer que Vz € [0,1], 0<e” —1 < ze.

Exercice 5 Question de cours

S|

1
Montrer que Vn € N*| ] <In(n+1)—In(n) <

Exercice 6 Question de cours
Montrer que Vn € R, |sin(x)| < |z|.

Exercice 7

1. Montrer que la famille ((1,1,0),(1,2,1),(2,3,2)) est une base de R?.

2. Déterminer les coordonnées du vecteur (0,1, —2) dans cette base.

Exercice 8

1. Montrer que la famille est une base de My 1(R).
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dans cette base.

S O =

2. Déterminer les coordonnées du vecteur

Exercice 9
Montrer que la famille (22 + 1,22 + 2 — 1,22 + x) est une base de Ry[z].
Exercice 10

Pour tout entier 0 < k < n, on pose f; : R — R la fonction définie par fi(z) = e*.
Montrer que la famille (fx)o<;<,, est libre dans 7(R,R).

Exercice 11

3 -2 1
On considére la matrice M = |2 —2 2| et |'ensemble
2 —4 4
F={XeM3;:(R) | MX=2X}.

1. Montrer que F' est un espace vectoriel.
2. Donner une famille génératrice de F'. Cette famille génératrice est-elle une base de F'?

Exercice 12

On pose F'={P € Ry[z] | P(2—=x) = P(x)}.

1. Montrer que F' est un espace vectoriel.

2. Déterminer une famille de deux vecteurs génératrice de F.
3. Est-elle libre ?

Exercice 13

Pour quelle(s) valeur(s) a € R, la fonction suivante est-elle dérivable en 07

R — R
f: . T si x <0
. sin(ax) si x>0

Exercice 14
1

Montrer que pour tout z € Ry, on a : ]\/2—1—1;—2‘ < NG

|z —2] .

Exercice 15

Soit f : [a;b] — R une fonction dérivable s'annulant en a et b.

1. Soit a € R. Montrer qu'il existe ¢ €]a;b| tel que f'(c) + af(c) = 0.
2. Montrer qu’il existe ¢ €]a;b] tel que f'(¢) +cf(c) =0

Exercice 16
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A I'aide du théoréme des accroissements finis, déterminer lim ((m + 1)e™+T — ge:
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Exercice 17
Soit (a, b, c) € R®. Montrer qu'il existe = €]0, 1] tel que 4az® + 3bx? + 2cx = a + b+ c.

Exercice 18

1

Montrer que, pour tout z € R, Arctan | ————
14+ 2+ 22

) = Arctan(l + z) — Arctan(z). En déduire

. “ 1
] OAfcta“ (m) :

Exercice 19

Soit f la fonction définie sur | — co, —2[U] — 2,400 par  f(x) =

1. (a) Dresser le tableau de variation de f et préciser f([0,1]).
1 2
(b) Montrer que : Vz € [0, 1], 15 fl(x) < 3
(c) Montrer que I'équation f(z) = = admet une unique solution dans [0, 1]. On notera a cette unique solution dans la suite
du probléme.

On considére la suite (uyn),, oy définie par ug = % et pour tout n € Ny up11 = f (uy).

2. (a) Montrer que : Vn € N, u, € [0,1].

2
(b) Montrer que : ¥n € N, |up41 —al| < 3 |tn, — al.

(c) En déduire que : ¥n € N, |u, —al < <§> :

(d) En déduire la convergence de la suite (uy),, oy et déterminer sa limite.
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