ECG1, Mathématiques Colles n°4

Quinzaine n°4

Feuille de colles n° 4

Exercice 1 Question de cours
Montrer que la suite ((—1)"),en diverge.

Exercice 2 Question de cours

Soient ¢1 € R et {5 € R, on suppose que la suite (u,)nen converge vers £1 et £o. Montrer que {1 = (5.

Exercice 3 Question de cours

Soit la suite (un)nen+ la suite définie par :

Vn € N*, unzz n

n n
< < .
n+1 " n24+k n2+1
2. En sommant les inégalités précédentes pour k allant de 1 a n, montrer que

1. Montrer que pour tout k € [[1,n],

3. En déduire que la suite (un), converge et déterminer sa limite.

Exercice 4

Dans chacun des cas, déterminer (si elle existe) la limite de la suite (uy,).

2 23n
1. n — o5 4 = —
U 1 6. u, o
1 ™ —3
2. uy = 7. up =
= U= T 1
1 n®>—n
3w, = 4 8 wuy = 2"
b n-+2 + b n?+n
5\" —6n+%
3\" 2n + (—1)"
5. wup=—1+ (2 10wy = —
! i (2) T Bt (—)e
Exercice 5
On considere la suite (u,,) définie po >1 pa ntl
I r ul Un ni urn =~ r-lUy = ————71-
P P 20+ (—1)"

1. Montrer que pour tout n € N :
n+1 < n+1 < n+1

2n+1 " 2n+ (=1 " 2n—1

2. En déduire que la limite de (u,)nen.

11.

12. u

13.

14.

15. u

Up =

n =

Up =

Un

n

—n

_°
In(n + 2)
n® + 5n — In(n)
45 +5n3
7n+1 + 6n+1
6™ + 7

_ e—3n3+5n—%

—n

e

vVn+2—+y/n—+1
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ECG1, Mathématiques Colles n°4 Quinzaine n°4

Exercice 6

Soit (uy,) la suite définie par :
1
ug > 0etVn € N Up41 = Up + —.

n
1. Montrer que : Vn € N u,, > 0.
2. Déterminer la monotonie de la suite (uy,).
3. Montrer par récurrence sur n que :
VneN (un)? > 2n + (ug)?.

4. En déduire lim u,.
n—-+oo

Exercice 7

Soit (un)nen~ la suite définie par u, = (1 + %)n

1. Montrer que pour tout x € Ry,
x

771 <In(l+2) <z

2. En déduire que, pour tout n € N*,
n

n+1

< In(u,) < 1.

3. En déduire la convergence des suites (In(uy,))nen+ et (Un)nen+.

Exercice 8

On admet dans un premier temps le résultat suivant :
Soit (wp),, ¢y une suite réelle. On définit la suite (¢,,), oy par :

wo + 2wy + ...+ 2w,
2n+1

vneN, t,=

Si lim w, =« alors lim ¢, = a.
n—-+4oo n—-+4oo

1. On considére la suite réelle (a,), o définie par :

1+ (n+1ay,

ap=1 e Vn>0, apny1= T3

(a) Montrer que Vn € N, on a:

2
o<a, <——
n+1

(b) En déduire la limite de (ay),,cy-
2. Soient (un), oy la suite réelle définie par ¥n > 0, u,, = na, et (v,),y définie par Vn >0, v, = 2up 11 — Unp.
(a) Déterminer la limite de la suite (vy,),,cp-

(b) Montrer que Yn >0 :

vo + 2v1 + ... + 2™,
Un+1 = 277,+1

(c) En déduire la limite de la suite (un),, -

3. Démontrer le résultat admis en début d'énoncé.
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Exercice 9

n

.. 1
On considére la suite (uy, ), >2 définie par u,, = E e
n
k=0

1. Montrer que, pour tout x € [0,1[, In(1+2z) <z < —In(1l — z).

2. En déduire que, pour tout n > 2 et pour tout k € N tel que 0 < k < n,

n+k+1 1 n+k
1 < <l :
n< n+k > n+k n<n+k—1>

ln<2n+1)§ungln< 2n )
n n—1

3. En déduire que pour n > 2,

4. Déterminer la limite de la suite (uy)n>2.

Exercice 10

converge.

n
. —1)k
Montrer que la suite (u,)nen définie pour tout n € N* par u,, = E ( k)
k=1

Indication : on pourra commencer par étudier les suites (uap,) et (u2p+1) -

Exercice 11

2n
Pour n dans N*, on pose u,, = E

k=n

1

x

1. Calculer uy, us et us.

2. Montrer que la suite (u,) est décroissante, puis en déduire qu'elle converge.

3. Majorer et minorer w,, puis en déduire un encadrement de la limite de (uy).
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