CPES L2, Mathématiques Evaluation n° 4 22 mai 2025

Evaluation n° 4
Durée : 2h

Les documents sont interdits. Les calculatrices en mode examen sont autorisées.
1. Rédigez sur une copie double en laissant une marge suffisante au correcteur.
2. Numérotez les exercices, les questions traitées (et vos copies en fin d'épreuve).
3. Encadrez ou soulignez vos résultats.
4

. Pour répondre d une question, vous pouvez admettre les résultats d'une question précédente non résolue, du moment que ce soit
clairement indiqué sur votre copie.

Ce sujet de deux pages est composé de dix exercices et d'un exercice bonus.

Exercice 1

Résoudre dans R les équations différentielles suivantes :
1y (t)+4y(t) =0

2. y/(t) — 4t3y(t) = 0

3. (L+#2)y'(t) + 2ty(t) = 0

Exercice 2

"(t) = —5y(t
Résoudre dans R le probléme de Cauchy : { v oy(?)

Exercice 3

‘(¢ t) = 3¢
Le but de I'exercice est de résoudre le probléeme de Cauchy { y((())) () °
y =

La résolution est détaillée en questions pour vous guider.

1. Résoudre I'équation homogéne associée a ce probléme.

2. Déterminer une solution particuliére a I'aide de la méthode de la variation de la constante.
3. En déduire la forme des solutions générales de I'équation différentielle.
4

. Conclure en finissant de résoudre le probléme de Cauchy.

Exercice 4

Résoudre dans R les équations différentielles suivantes :
L y"(t) — 4y'(t) + 3y(t) = 0
2. y7(t) +6y'(t) +9y(t) =0

Exercice 5

y// _ 2y/ — 8y = e—5t
Le but de cet exercice est de résoudre le probléeme de Cauchy suivant y(0)=0
/
y(0)=1

La résolution est détaillée en questions pour vous guider.
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1. Résoudre dans R I'équation différentielle
Yy’ =2y —8y=0.

2. On souhaite résoudre dans R I'équation différentielle

y' =2y —8y=e¢"" (E)

5

(a) Déterminer une solution particuliere de (E) de la forme ¢ — ae™" avec a € R.

(b) Conclure.
3. Résoudre le probleme de Cauchy.

Exercice 6

Résoudre les deux systémes suivants :

1 r — 3y = -5
’ 2 4+ by = 12
5 2¢ — 3y = 1
’ —6x + 9y = 7
Exercice 7
r — y + 2z = 1
Résoudre le systéme triangulaire suivant :  (S) 2y — 3z = 1
2z = 10
Exercice 8
2 — y + 2z = 5
Résoudre le systéme suivant :  (5) r + y — z = -1
—-r — y + 3z = 3
Exercice 9
Parmi les espaces suivants, déterminer ceux qui sont des espaces vectoriels :
1. Flz{(z1,$2)€R2 | $17$2:1}
2. = {(z1,32) ER® | 221 —32,=0}
Exercice 10
On considére le sous-espace suivant :
F:{($1,$2,$3)ER3 | 3$1—$2+$3:0}

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R3.
2. Déterminer une famille génératrice de F'.
3. En déduire une base de F'.

Exercice 11 BONUS

On considére I'ensemble suivant : G = {(a + 2b,a — b,a+ 5b) € R® |a € R, b € R}.
1. Montrer que G est un sous-espace vectoriel de R3.

2. Déterminer une base de G.
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Corrigé : Evaluation n°4

Exercice 1

Résoudre dans R les équations différentielles suivantes :
L y/(t) +4y(t) = 0

I Les solutions de cette équation sont de la forme y(t) = Ce™*" avec C' une constante réelle.
2. y'(t) — 4t%y(t) = 0

t4

I Les solutions de cette équation sont de la forme y(t) = Ce® avec C' une constante réelle.

3. (L+ )y () +2ty(t) =0

On commence par transformer I'équation pour se ramener a une forme du cours en la divisant par 1 + % (qui est
bien différent de 0 pour tout ¢ € R). On a alors I'équation :

2t
/
4 ——y(t) = 0.
Y+ 1 n 24(0)
_ 2t . .
Une primitive de t — T est donnée par t — In(1 + t2). Les solutions de cette équation sont donc de la forme
C
y(t) = Ce™ L) avec C' une constante réelle.

T em(+?) T 142

Exercice 2

4 —
Résoudre dans R le probléme de Cauchy : { y((()t)) 71 oy(?)
y =

On commence par résoudre |'équation sans la condition de Cauchy, elle s'écrit : 3/'(t) + 5y(t) = 0. Les solutions de cette
équation sont de la forme y(t) = Ce " avec C' une constante réelle.

On utilise ensuite la condition de Cauchy pour déterminer la constante C.

On sait que y(0) = 1 donc y(0) = Ce ®*?® = C = 1. Ainsi I'unique solution de ce probléme de Cauchy est la fonction
t e 0t

Exercice 3

Le but de I'exercice est de résoudre le probléme de Cauchy {

La résolution est détaillée en questions pour vous guider.

1. Résoudre I'équation homogéne associée a ce probléme.

L'équation homogene associée est I'équation : 3/ (t) + y(t) = 0. Les solutions de cette équation sont de la forme
t — Ce™ " avec C une constante réelle.

2. Déterminer une solution particuliére a |'aide de la méthode de la variation de la constante.
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Déterminons une solution particuliére de I'équation (E) : /() + y(t) = 3e®. Pour cela, on utilise la méthode de
variations de la constante. On recherche une solution sous la forme ysp(t) = C(t)e .

On a alors y5p(t) = C’'(t)e™" — C(t)e™". Injectons ensuite cela dans I'équation différentielle (E). On a :

<~ C'(t)e " = C(t ) L C(t)et = 3

3. En déduire la forme des solutions générales de I'équation différentielle.

. : : . . 1
Les solutions générales de I'équation différentielle (E) sont de la forme t ++ Ce™' + §e5t avec C' une constante

réelle.

4. Conclure en finissant de résoudre le probléme de Cauchy.

On cherche maintenant la valeur de la constante C' pour que la solution vérifie y(0) = 2. On a :

1 1 3

Ainsi |'unique solution de ce probléeme de Cauchy s'écrit :

3 1
y:t— §e_t+ §eSt

Exercice 4

Résoudre dans R les équations différentielles suivantes :
Loy"(t) — 4y'(t) + 3y(t) = 0

On commence par résoudre I'équation caractéristique associée : > — 4r + 3 = 0. On calcule son discriminant :
A=4etdoncr; =1cetry=23.
Les solutions de cette équation différentielle sont donc de la forme :

y:t el + pe3®  avec A, p des constantes.

2.y (1) +6y'(t) + 9y(t) =0

On commence par résoudre |'équation caractéristique associée : 72 + 6r +9 = 0. On calcule son discriminant :
A =0 et donc ryp = —3.
Les solutions de cette équation différentielle sont donc de la forme :

y:tr (AN +tp)e 3 avec \, i des constantes.

Exercice 5
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y// o 23/ _ 8y — ef5t
Le but de cet exercice est de résoudre le probléme de Cauchy suivant y(0)=0
/
y'(0) =

La résolution est détaillée en questions pour vous guider.
1. Résoudre dans R I'équation différentielle
1" /
y' —2y —8y=0.

On commence par résoudre I'équation caractéristique associée : > — 2r — 8 = 0. On calcule son discriminant :
A =36etdoncr; = —2et ry =4.
Les solutions de cette équation différentielle sont donc de la forme :

y:t e 2t 4 pe™  avec \, u des constantes.

2. On souhaite résoudre dans R I'équation différentielle

y' -2y —8y=e"" (E)

(a) Déterminer une solution particuliére de (E) de la forme t — ae ™" avec a € R.
On pose ysp(t) = ae ™, on a : ysp(t) = —bae " et ylp(t) = 25ae . Injectons cela dans I'équation
différentielle (E), on a :
(E) < ysp — 2ysp — 8ysp = >
> 2506 % 4 10ae™" —Bae™" =&~
— 2Tae %t =
— 27a=1
A 1
a=—
27
. . AR L st
Ainsi une solution particuliére de (E) vaut ysp(t) = 77

(b) Conclure.

Les solutions générales de (E) sont donc de la forme :

1
Yyt Ee_‘r’t + Xe 2t 4+ pe*®  avec A, p des constantes.

3. Résoudre le probleme de Cauchy.

Il reste a utiliser les deux conditions de Cauchy pour déterminer les constantes A et . On a, d'une part :

1 1
y(O)—Odonc§+)\+u—0donc)\+u——§.

-5
D’'autre part, 3/(t) = ﬁeff’t —2Xe™ 2" + 4pe™ ainsi on a :
32

-5 5
(0) =1 donc — — 2\ + 4 =1 donc — 2\ +4u =1+ — = ==
y'(0) onc — A+4u onc A+4u +27 57

On a donc un systéme a résoudre pour déterminer \ et p :

1
A+ n = —g
—92) g = =
T 27
, N . 2
On le résout (par substitution par exemple) et on obtient A = ~3 et = 37
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L'unique solution du probléme de Cauchy vaut donc :
1 2 5
by Bt _ fa-2t 4 O 4t
Y 57°  T9¢ Tar°
Exercice 6
Résoudre les deux systémes suivants :
1 r — 3y = -5
‘ 2z + by = 12
. . . . N r — 3y = -5
On échelonne le systéme en faisant Ly < Lo — 2L4, on obtient le systéme : 1y = 22
Le systéme est alors triangulaire et on le résout facilement, on obtient : y = 2 et x = -5+ 3 x 2 = 1. Ainsi
S ={(1,2)}.
5 2¢ — 3y = 1
’ —6x + 9y = 7
) N . . R 2 — 3y = 1 .
On échelonne le systéme en faisant Ly < 3Ls + L1, on obtient le systéme : 0 = 10 La derniére
ligne est impossible donc le systéme n'a pas de solution, S = 0.
Exercice 7
r — y + 2z = 1
Résoudre le systéme triangulaire suivant :  (S) 2y — 3z = 1
2z = 10
\ s . i} . . 14+3x%x5
Le systéme est déja triangulaire donc on le résout facilement. On obtient : z =5, y = — = etx=148—-2x5=
—1. Ainsi § = {(—1,8,5)}.
Exercice 8
2 — y + 2z = 5
Résoudre le systéme suivant :  (S) x + y — z = -1
—-r — y + 3z = 3
z + y - z = -1
(S) <~ 2r — Yy + 2y = 5 L1+ Lo
- — y + 3z = 3
r + y - z = -1
(SQ) < - 3y + 4z = 7 Lo+ Lo —2Ly, Ly <+ L3+ Ly
2y = 2
On a mis le systéme sous forme échelonné et on peut maintenant facilement le résoudre.
r + y = —1+z2 B = 1
(S2) = y = -1 = y = —1
z = 1 z =
Ainsi § = {(1;-1;1)}.
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Exercice 9

Parmi les espaces suivants, déterminer ceux qui sont des espaces vectoriels :
2
1. Flz{(ml,wg)ER | .1‘1—.1‘2:1}

(0,0) ¢ Fy donc Fy n'est pas un espace vectoriel.
2. Fp = { (z1,22) €R? | 2y — 320 = 0}

Montrons que F est un sous-espace vectoriel de R2.
e On a clairement F» C R2.

e Fh#Pcar2x0—3x0=0donc (0,0) € F.
e Soit X = (z1,22) € F2, Y = (y1,y2) € Fa et A € R, montrons que AX +Y € F». On a, d'abord :

AX +Y = (Ax1 + y1, Az2 + 42).

On a, ensuite :

2()\.%‘1 + yl) = 3()\.%‘2 + yz) = )\(2.%‘1 = 3$2) + 2y; — 3y2 = AX0+0=0.
Ainsi A\ X +Y € I5.

Exercice 10

On considére le sous-espace suivant :

F:{(1'17$2,$3)€R3 | 31‘171‘24’1‘3:0}

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R3.

Montrons que F' est un sous-espace vectoriel de R3.
e On a clairement F C R3.

e F#(car3 x0—0+40=0donc (0,0,0) € F.
e Soit X = (z1,29,23) € F, Y = (y1,y2,y3) € F et A € R, montrons que AX +Y € F. On a, d’abord :

AX +Y = (Ax1 +y1, Az + y2, Azs + y3).

On a, ensuite :

3Ar14+y1) — M2+ 1)+ Axs +yzs =ABrr — 22+ 23) +3y1 —y2 +y3 =Ax 04+ 0=0.
Ainsi A X +Y € F.

2. Déterminer une famille génératrice de F.

F:{($1,$2,$3)€R3 | 31 +$3=1‘2}={((E1,3(E1 +1‘37$3)€R3 | $171'3€R}
FZ{(I1,3I1,0)+(0,I3,$3)6R3 | Il,.TgER}:{$1(1,3,0)+I3(0,1,1)€R3 | .Tl,xgER}
La famille ((1,3,0),(0,1,1)) est une famille génératrice de F.

3. En déduire une base de F'.

La famille ((1,3,0), (0,1,1)) est libre car composée de deux vecteurs non colinéaires. De plus, c'est une une famille
génératrice de F', c'est donc une base de F.
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Exercice 11 BONUS

On considére I'ensemble suivant : G = {(a + 2b,a — b,a + 5b) € R® |a € R, b € R}.

1. Montrer que G est un sous-espace vectoriel de R3.

Montrons que G est un sous-espace vectoriel de R3.
e On a clairement G C R3.
e G #(car (0,0,0) € G pour a=>b=0.
e Soit X = (a+2b,a—b,a+5b) € G, Y = (a'+2V',a' =¥ ,a'+5b') € G et X € R, montrons que A X +Y € G.
On a, :

AX +Y = (Ma+2b) +a + 20, M\a—b)+a — b, \a+5b) + (a' + 5b"))
=MNa+ad +20+ ), a+a — (AN +b), a+a +5N+1)).

Sous cette forme, on peut affirmer que A X +Y € G.

2. Déterminer une base de G.

Ona:
G ={(a,a,a)+ (2b,—b,5b) e R* |a € R, b € R} = {a(1,1,1) +b(2,—-1,5) e R* |a € R, b e R} .

La famille ((1,1,1),(2,—1,5)) est une famille génératrice de G. Elle est libre car composée de deux vecteurs non
colinéaires. De plus, c'est une une famille génératrice de GG, c'est donc une base de G.
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