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Les mathématiques ne sont pas une
moindre immensité que la mer.

Victor Hugo

Ce chapitre fait suite au chapitre sur les dérivées de fonctions et le compléte. En effet,
la convexité d’une fonction se caractérise notamment avec le signe de sa dérivée seconde
et fournit des outils dans la recherche des extrema d’une fonction.

8.1 Fonctions convexes

8.1.1 Premiéres définitions

Dérivée seconde

Définition 8.1 Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On dit que f est deux
fois dérivable si f et f” sont dérivables. Dans ce cas, on note f” la dérivée de f’.

Exemple 8.1 Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x> —3x2+5x+ 1.
La fonction f est dérivable et VxeR,
La fonction f” est dérivable et VxeR,
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Exercice 8.1 Soit f la fonction définie sur R\ {1} par f(x) = llfx
Dériver deux fois la fonction f.

Définition graphique

Définition 8.2 Soient f une fonction dérivable sur un intervalle I.

e La fonction f est dite convexe sur [ sisa courbe est située en dessous de chacune de
ses cordes.

e La fonction f est dite concave sur I si sa courbe est située au-dessus de chacune de
ses cordes.

W

f est une fonction convexe f est une fonction concave

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. Alors

e f est convexe sur [ si et seulement si sa courbe est située entierement au-dessus
de chacune de ses tangentes.

e f est concave sur [ si et seulement si sa courbe est située entierement en dessous
de chacune de ses tangentes.

Exemple 8.2 La fonction inverse x — % %

est concave sur | — oo,0[ et convexe sur

]0 +OO[ convexe
) .

concave




8.1. FONCTIONS CONVEXES

8.1.2 Dérivation et convexité

Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I. Alors
e f est convexe sur I si et seulement si pour tout x €I, f”(x)> 0.

e f est concave sur [ si et seulement si pour tout x €I, f”(x)<0.

Exemple 8.3 Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x> — 5x%.

Etudier la convexité de f.

8.1.3 Point d’inflexion

Définition 8.3 Soient f une fonction et Cy sa courbe représentative.
Un point d’inflexion de la courbe Cf est un point ou la courbe Cy traverse sa tangente.
C’est aussi le point ou la convexité change de sens.

Exemple 8.4 La courbe représentative de v
la fonction cube définie sur R par f(x) = x>

admet comme point d’inflexion 'origine du

repere, de coordonnées (0,0). 0 X
La courbe Cy traverse sa tangente donc
(0,0) est un point d’inflexion.
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Soient f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I et xy € I.
Le point My (xo, f(xp)) est un point d’inflexion de la courbe Cy si et seulement si f”

s’annule et change de signe en x.

Exemple 8.5 En utilisant 1’étude de la convexité de la fonction f définie sur R par
f(x) = x> —5x* menée dans 'exemple .3, déterminer les points d’inflexion de la courbe

Cr.

Méthode 8.1 (Etudier la convexité d’une fonction deux fois dérivable) Pour étudier la

convexité d’une fonction deux fois dérivable :

1. On calcule la dérivée seconde f” de f en dérivant de nouveau f’.

2. On établit le tableau de signe de f”(x).
3. On conclut grace au théoréeme :
e Lorsque f”(x) >0, f est convexe.

=0
e Lorsque f”(x) <0, f est concave.

Exemple 8.6 Etudier la convexité de la fonction f définie sur R par

f(x)=x*—10x% - 84x% — 60x + 6.
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Remarque : L’étude de la convexité permet de préciser lallure de la courbe de la fonction f.

8.2 Recherche d’extrema et convexité

8.2.1 Quelques rappels

Définition 8.4 (Extremum local) Soit f une fonction a valeurs réelles définie sur un
intervalle I et xg € I.

e On dit que f admet un maximum local en x; lorsqu’il existe un voisinage V, de
xg inclus dans I tel que : pour tout x € Vy , f(x) < f(xp).

e On dit que f admet un minimum local en xj lorsqu’il existe un voisinage V,, de
Xg, Vy, inclus dans I, tel que : pour tout x € V , f(x) > f(xp)-

Remarque : Pour un point xo € R, on pourra considérer qu’un voisinage de xo noté Vi est
un “petit” intervalle ouvert centré en xg.

Définition 8.5 (Extremum global) Soit f une fonction a valeurs réelles définie sur un
intervalle I et xg € I.

e On dit que f admet un maximum global en x; lorsque pour tout x € I,
f(x) < f(xo).
e On dit que f admet un minimum global en x; lorsque pour tout x € I,

f(x) = f(xo)
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Illustration

8.2.2 Recherche d’extrema sur un segment

(Théoréme des bornes) Soit a et b deux réels tels que a < b. Toute
fonction continue sur le segment I = [a,b] est bornée et atteint ses bornes.

Remarque :

e Cela signifie que toute fonction continue sur le segment I = [a,b] admet des extrema
globaux sur ce segment.

o (e théoréme donne [’existence d’extrema, mais ne donne pas de méthode pour les déter-
miner.

8.2.3 Recherche d’extrema sur un intervalle ouvert

Définition 8.6 (Point critique) Soit f une fonction de classe C! sur un intervalle ouvert
J. On dit que xg € ] est un point critique de f lorsque f’(xq) = 0.

(Caractérisation d’un extremum) Soit a et b deux réels tels que a < b et
soit J =]a, b[ un intervalle ouvert de R. Soit f une fonction dérivable sur J. Si f admet
un extremum local en x € J alors xg est un point critique de f, i.e. f’(x9)=0.

Attention ! Ce résultat est faux si on ne suppose pas que l'intervalle est ouvert.
Par exemple, considérons la fonction f : x —> x? définie sur [0,1]. Elle admet un maximum

en 1, est dérivable sur [0,1] mais f’(1) =2=0.

Attention ! Il est possible d’avoir f’(xg) = 0 sans que f n’admette d’extremum en x.
Par exemple, considérons la fonction f : x — x> définie sur [-1,1]. Elle est dérivable sur
[-1,1], de plus f’(0) = 0, mais 0 n’est ni un maximum local, ni un minimum local.



8.2. RECHERCHE D’EXTREMA ET CONVEXITE 7

Remarque :
e On a donc montré que les extrema locaux d’une fonction de classe C! sur un intervalle
ouvert sont a chercher parmi ses points critiques.

o Les extrema locaux d’une fonction de classe C', sur un intervalle quelconque, sont donc

a chercher parmi:

— ses points critiques,
— les bornes de lintervalle.

Soit f une fonction de classe deux fois dérivable sur un intervalle ouvert
I et soit xy € I un point critique de f. Alors,

o Si f(z)(xo) >0, alors f possede un minimum local en x.
o Si f(z)(xo) <0, alors f possede un maximum local en xg.

e Si f?)(xy) =0, on ne peut rien conclure.

Exercice 8.2 Trouver les extrema de la fonction f : x > x3 —x? —x + 1 définie sur
[—2, %] Déterminer leur nature, et s’ils sont locaux ou globaux.
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8.2.4 Extrema et fonction convexe

Soit f une fonction convexe sur un intervalle ouvert I.
Si x( est un point critique de f alors f admet un minimum global en x;.

Exemple 8.7 Soit la fonction f définie sur R par :

1 4. 1,
= —x*+2x2-7.
f(x) 12x +2x

Etudions les extrema de f sur R.
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