CPES2, Mathématiques Corrigé Feuille n°6 : Equations différentielles Chapitre 6

Equations différentielles

Exercice 1 (x)

1. Les solutions de cette équation sont les fonctions ¢t — Ae®* pour \ € R.
2. Les solutions de cette équation homogéne sont les fonctions t — Ae ™2 pour A € R.

3. Les solutions de cette équation homogéne sont les fonctions t — \e® pour A € R.

Exercice 2 (x)

1. La fonction t — —t> est une primitive de ¢t — —3t> sur R, donc les solutions de cette équation homogéne sont les fonctions
3
t — Xet” pour A € R.

2. La fonction t — §t2 est une primitive de ¢t — t sur R, donc les solutions de cette équation homogéne sont les fonctions

t

ts e 3t pour A € R.

Exercice 3 (%)
L'unique solution de ce probléme de Cauchy vaut :

y:t€eR— be 2,

Exercice 4 (x*)

L'unique solution de ce probléme de Cauchy vaut :

y:teR— —6e /243,

Exercice 5 (x*)

L'unique solution de ce probléme de Cauchy vaut :

y:t€R— (1 —eh).

Exercice 6 (x*)
Pour tout € R, 1 + z° # 0, donc I'équation de I'énoncé équivaut a

2x _ 1
1+x2y_ 1422

(B3) ¥+

2
L'équation différentielle homogéne associée est 1’ + y = 0.2 — In(1+ 2?) est une primitive de = % sur R, donc

x
1+ 22 2

les solutions de cette équation homogéne sont les fonctions }7 272 pour A € R, c'est & dire les fonction

— 1n(1+x2)

m™ T
|33l - ®
A pour A € R.
1422 o _ o .
On va rechercher une solution particuliére a I'aide de la méthode de variation de la constante. On note g : R — R une fonction

g()

1422

T =

dérivable et on pose f : x +— Alors f est dérivable sur R et pour tout = € R,

(2)(1 + %) — 2wg(w)

/ o g
f (‘T) - (1+£172)2
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Alors, on a
lution d , 2z 1
f solution e(E3)©VmeR,f(x)+1+$2f(m):1+$2
/ 1 2 1
@v:CeR,g(w)( + %)

(14 x2)2 T 1 a2
sVreR ¢ (x)=1

T — x est une primitive de x — 1 sur R, donc

R — R _ o
F RN x est une solution particuliére de (E3).
1+ 22
L'ensemble des solutions de (F3) est donc
R — R
Atz | XAeR
x
1+ 22

Exercice 7 (xx %)

Les solutions sont de la forme : )
y:x €]0, +oo—> —(xe®” —e® + ) avec A€R.
T

Exercice 8 (xxx)

Le probléme de Cauchy posséde une unique solution valant :

1
y:rx€R+— a(cos(x) +sin(z) +e7%).

Exercice 9 (x % x)

!/
Le taux de croissance instantané de f par rapport a = se définit par : 7 = (@) ol f(x) est strictement positive.
, (@)
x
Ainsi: 7 = a] & {‘;(( )) = a] < f'(z)—af(x) = 0 Comme z — ax est une primitive de = — a, la solution générale de I'équation
x

linéaire sans second membre f'(z) —af(xz) = 0 est définie par f(x) = ke®” avec k € R. Réciproquement, f(z) = ke*” ne convient

que pour k > 0, car alors et alors seulement, ¢’ est une fonction strictement positive pour laquelle :

~ fi(x)  kae™
 flx)  keaw

Exercice 10 (%)

1. L'équation caractéristique associée est 72 — 5r + 6 = 0, dont les racines réelles sont 2 et 3.
L'ensemble des solutions a valeurs réelles de 3"/ — 5y’ + 6y = 0 est donc

R —- R
T )\eQIJrue?’:”

| Ov) e 2}

2. L'équation caractéristique associée est 7> — 3r = 0, dont les racines réelles sont 0 et 3.
L'ensemble des solutions a valeurs réelles de 3" — 3y’ = 0 est donc

R —- R
T = A+ ped®

O €2}

3. L'équation caractéristique associée est 72 + 47 4+ 4 = 0, qui a une unique racine double réelle —2.
L'ensemble des solutions a valeurs réelles de 3" + 4y’ + 4y = 0 est donc

R —- R
{:c — ()\—i-ux)e_Z”“' |()\”U)ER2}
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V4

4. L'équation caractéristique associée est 72 — 27 4+ 2 = 0, qui n'a pas de racines réelles. Posons o = 5= letg= o = 1.

L’ensemble des solutions a valeurs réelles de 3" — 2y’ + 2y = 0 est donc

{R - R
x +—  e%(Acos(z) + psin(x))

| Ov) e B2

Exercice 11 (x*)

On note (E1) : y" + 2y’ — 8y = e*. L'équation homogene associée est (E1 ;) : y" + 2y — 8y =0
L'équation caractéristique associée a (Fy ;) est 72 + 2r — 8 = 0, dont les racines réelles sont —4 et 2.
L'ensemble des solutions a valeurs réelles de (E7 ) est donc

{R%R

2
t o A 4 pe | (A ) €R }

Pour rechercher une solution particuliére, on remarque que 3 n’est pas solution de I'équation caractéristique. Soit o € R. On pose
R — R
Ja:

b el Alors f, est deux fois dérivable sur R et

fa solution de (F)) <Vt € R, 9ae® +2-3ae® — 8ae® = ™
S VteR, 9a+6a—8a=1

1
@erR, Oé:?

Ainsi, f1 est une solution particuliére de (F7). L'ensemble des solutions de (E7) est

R — R
{ 1 t |()‘alu’)eR2}

t o= e 4 pemt 4 ?eg

Exercice 12 (xx)

On note (E2) : y" — 3y’ + 4y = 2¢e*. L'équation homogene associée est (Ea ) :y" — 3y +4y =0
L’équation caractéristique associée a (Fy,5,) est 72 — 3r +4 = 0, dont les racines réelles sont —1 et 4.
L'ensemble des solutions a valeurs réelles de (E> ) est donc

{R%R

2
D et e 1w eR?)

Pour rechercher une solution particuliére, on remarque que 4 est solution simple de I'équation caractéristique. Soit @ € R. On pose

R — R . .
fa: T Alors f, est deux fois dérivable sur R et pour tout ¢t € R

Fo(t) = a4t + 1)

f1(t) = a(16t + 8)e™
fo solution de (Fy) <Vt € R, a(16t + 8)e** — 3a(4t + 1)e* 4 date™ = 26
SVteR, a(l6t+8) — 3a(4t + 1) +dat = 2
2

Sa=-
*=5

Ainsi, f2 est une solution particuliére de (E>). L'ensemble des solutions de (£s) est

R — R
{ 2 )t I(ML)ERQ}

t )\e_t+(u+gt

Exercice 13 (% % %)
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On commence par résoudre I'équation homogéne 3" — 2y’ + y = 0. Son équation caractéristique est > — 2r + 1 = 0, dont 1 est
racine double. Les solutions générales de |'équation homogéne sont donc les fonctions

x — Ae” + pxe®.

Comme 0 n'est pas racine de I'équation caractéristique, on va chercher une solution particuliére sous la forme d’'un polynéme de
degré 1 . Mais y(z) = ax + b est solution de I'équation différentielle si et seulement si :

VeeR,—2a+ax+b=x<=VreR, (a—1)z+ (b—2a)=0.

Un polyndme réel étant identiquement nul si et seulement si tous ses coefficients sont nuls, on en déduit que a = 1 et b = 2. Les
solutions de I'équation sont donc les fonctions de la forme

x = e’ + pre” + (z+2).
Si on ajoute les conditions y(0) = y'(0) = 0, on obtient les équations

A+2=0etA+p+1=0,
soit A= —2 et u = 1. La seule solution de I'équation est donc la fonction

x = (x—2)e" + (x4 2).

Exercice 14 (% x )

L'équation homogéne 3" 4+ 9y = 0 admet pour équation caractéristique associée 7> + 9 = 0. Son discriminant est négatif. Posons

V36

a=0et = 5 = 3. Les solutions de I'équation homogeéne sont donc les fonctions de la forme 2 — cos(3z) et ¢ +— sin(3z).

. D , R , z+1 . 5 .
On cherche une solution particuliére sous la forme d'un polynéme de degré 1, et on trouve z — . Les solutions de I'équation
différentielle sont donc les fonctions de la forme
r+1

x +— Acos(3z) + Bsin(3z) + 9

La condition y(0) = 0 entraine A = —1/9. Et la condition 3’(0) = 1 entraine B = %

Exercice 15 (% % %)

Non corrigé

Exercice 16 (% % *)

1. La mesure relative d'aversion au risque étant supposée constante, il existe b € R telle que v(x) = b soit

7u”(x):r B

Cette équation différentielle se réécrit pour x # 0 :
" b
u’(z) + —u(x) = 0.
T
Cette équation est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 dont les coefficients ne sont pas constants. On ne sait pas
la résoudre directement.
2. Posons v(z) = u/(z) alors v'(x) = u”(x) et I'équation différentielle sécrit :

V(@) + gv(x) = 0.

3. L’équation (E1) est une équation différentielle linéaire d'ordre 1.

La fonction 2 — —bln(x) est une primitive de la fonction « — ——. Ainsi les solutions de (E1) sont de la forme :
x

—bln(x)

T — Ae avec M€ R

1 1
Or e~0In(@) — ) — b 27", Ainsi les solutions de (E1) sont de la forme :
e’ x

z— X ? avec MeER.
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4. Comme u/(z) = v(x), il nous faut calculer une primitive de la fonction v. On a deux cas selon si b= 1 ou b # 1.

Sib=1, u(z) = p+ An(x) avec A et u des constantes.

A
Sib#1, ulx) =p+ 7 bxlfb avec A et u des constantes.
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