CPES2, Mathématiques Corrigé Feuille n°5 : Variables aléatoires continues Chapitre 5

Variables aléatoires continues

Exercice 1 (x)

1. La fonction f vérifie les trois points de la définition d'une densité de probabilité :
e [ est continue partout sauf en 1

e ona f(x) =2xsiz €[0;1] ou f(z) = 0. Dans les deux cas, f(z) > 0.

e enfin, on a:
“+oo 0 1 —+00 1
/ f(x)dz = / 0dx +/ 2xdx + / 0de = [302}0 =1
—0o0 —00 0 1

—_——

converge et vaut 0 converge et vaut 0
Donc, f est bien une densité de probabilité.
2. On distingue trois cas :
xr

osiz<0,a|orsF(z):/ 0dt=0;
0dt+/ 2tdt = {tzrz:f.
0 0

0 1 x
e siz >1, alors F(m):/ Odt+/ 2tdt—|—/ 0dt = 1.
0 1

— 00

0

e sixz € [0:1], alors F(x) :/

— 00

En résumé, on a :

0 siz <0
F(x) =4 2> size€[0;1]
1 siz>1

3. Ona:

2 2
1 1 1 1 1
P(—§X§§)=F(§)—F(—)= § I :2__:§:_
4 4 4 4 4 4 16 16 16 2
2
1 1
PX> )1y =1 (X)) = - B 1
10 10 10 100 100

Exercice 2 (x)

1. La fonction f vérifie les trois points de la définition d'une densité de probabilité :
e [ est continue partout sauf en 1

1
eona f(z)= = siz > 1ou f(x) =0. Dans les deux cas, f(z) > 0.
“+o0

e il reste 3 montrer que l'intégrale / f(x)dx converge et vaut 1. On a :
— 00

“+o0 1 400 1
/ f(z)dx / 0dz + / — dz
—00 —00 1 €

converge et vaut 0

1
Et ]Wl—igﬂoo 1- i 1. Dong, l'intégrale / +oof(x) dx converge et vaut bien 1.

Donc, f est bien une densité de probabilité.
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CPES2, Mathématiques Corrigé Feuille n°5 : Variables aléatoires continues Chapitre 5

2. Ona: " o
P(Xg()):/ f(x)dz:/ 0dz =0

PX>1)=1-P(X<1)=1-0=1
2 1 2 142 11
3 1 3
1 173 1 2
( 3) 7oof(ac)dx [m0d$+ : $2dJL’ 1 3
2 1 1
P(X €)2:3) = P(X €]2:3) = P(X <3) - P(X <2) = 5 — o = =
Exercice 3 (x*)
1. D’apres le cours, on a :
0 si r<l1
Fx(z)=< z—-1 si z€]l;2]
1 si T > 2
2. Soity € R. On a:
Fy(y) = P(Y <y) = PBX < y) = P(X < %) = Fx (%)
3. On a donc:
Y
0 =<1
si 3
Fry) =4 L-1 s Lemy
3 3y
1 =>2
si 3
0 si y<3
_ -3
- yT si y€[3;6]

4. On reconnait la fonction de répartition d'une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [3;6] donc Y ~ U([3; 6]).

Exercice 4 (x )

1. D’aprés le cours, on a :
1—e™ si x>0
Fx(z) = { 0 si <0

2. Soity € R. On a:

3. On a donc:
[ 1-e® si 2y>0
Fy(y) = { 0 si 2y<0
[ 1-e® si oy>0
o 0 si y<0

4. On reconnait la fonction de répartition d'une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de paramétre 2 donc Y ~ £(2).
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CPES2, Mathématiques Corrigé Feuille n°5 : Variables aléatoires continues Chapitre 5

5. Ona:
P(Y<3)=Fy(3)=1-¢"

Par ailleurs, d'aprés la formule des probabilités conditionnelles,

P(1<Y <3)
P[ygg,](y > 1) = P(Y 3)
Or,
Pl<Y<3)=FKGB) -FK(l)=1-e®~-1-e?)=e?-¢"
Et donc, ) .
e —e
P[y<3](Y>1): 1 o6

Exercice 5 (x %)

1. La fonction f vérifie les trois points de la définition d'une densité de probabilité :
e f est continue sur R

e ona f(t) %t(Q —t)site[0;2] ou f(t) =0. Dans les deux cas, f(t) > 0.
+oo
e il reste 3 montrer que l'intégrale / f(t) dt converge et vaut 1. On a :
+o0 0 2 3 —+o00
/ f)de = / 0d¢ +/ Zt(2ft)dt+ / 0d¢
—00 —00 0 2
converge et vaut 0 converge et vaut 0
2
33,
= —t— —t*dt
/0 2" T 1
3o 1 3}
= |22 — =t
{4 4 Jo

Donc, f est bien une densité de probabilité.

1 3
2. 1l nous faut calculer P(§ <T< Z) On a:

Exercice 6 (x)

1. La durée moyenne de fonctionnement entre la mise en route de la machine et la premiére panne est :

1
2

Puisque X5 et X3 suivent la méme loi que X1, la durée moyenne de fonctionnement entre la premiére et la seconde panne,
est la méme qu'entre la seconde et la troisiéme panne, et vaut donc 2 heures.

2. Ona:
a P(E>2) = P([X1 > 21 [Xs > 2 N [X3 > 2]) = P(X; > 2)° = (1 - Fy, (2))°

puisque X7, X2 et X3 suivent toutes la méme loi et sont mutuellement indépendantes. Ainsi,

PE=2)=(1-0 _e—%xz))g _ o3
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CPES2, Mathématiques Corrigé Feuille n°5 : Variables aléatoires continues Chapitre 5

Exercice 7 (x)

1. Si X ~ N(0,1) alors, d'apres le tableau :
P(X <0)=®(0)=0,5

P(X >3)=1—®(3) =1—0,9987 = 0,0013

P(—1,96 < X < 1,96) = ®(1,96) — &(—1,96)
= ®(1,96) — (1 — ®(1,96))

= 26(1,96) — 1
—92%0,9750 — 1
—0,95
_ X+3 SR
2. Si X ~N(=3,1) alors Vil =X + 3~ N(0,1). Donc, d'aprés le tableau :

P(X <—-1)=P(X+3<—1+43)=P(X +3<2)=>®(2)=0,9772
P(X>-5)=P(X+3>-5+3)=P(X+3>-2)=1-®(-2)=1—(1-®(2)) = ®(2) =0,9772

P(-5<X<-1)=P(-2<X+3<2)

3. Si X ~ N(8,4) alors X -8

~ N(0,1). Donc, d'aprés le tableau :

X-8 7,5-8
P(X<7,5)P< <= )

2 2

=p <X8 < 0,25>
2

= ®(—0,25)

=1—®(0,25)

—=1-0,5987

=0,4013

X-8 85-8 X -8
P(X>8,5)PP< 5> )P( 5 >0,25)1<1>(0,25)0,4013

_ X — 10 —
P(6,5<X<10)P<6’5 8 8 10 8>

2 < 2 < 2

X —
P<0,75< 28<1)
=®(1) — (—0,75)

= ®(1) — (1 - 2(0,75))
=0,8413 — (1 —0,7734) = 0,6147

Exercice 8 (%)
. s s . X —250
Notons X la variable aléatoire correspondant aux commandes quotidiennes en antalgiques. Alors, 0~ N(0,1). Donc,

250 - 300 — 250
0 20

X - X — 250
P(X>300)P< . )P<T >2,5) =1-®(2,5)=1-0,9938 = 0,0062

0

La probabilité qu'il y ait rupture de stock est donc de 0, 0062.

Lycée Malherbe, Caen 4/d (© Marine Fontaine



CPES2, Mathématiques Corrigé Feuille n°5 : Variables aléatoires continues Chapitre 5

Exercice 9 (x %)

1. Ona:
PO <X <2,57)=®(2,57) — (0) = 0,9949 — 0,5 = 0,4949

et
P(—2,57 <X <257)= @(2,57) - <I>(—2, 57) = <I>(2, 57) - (1 - @(2,57)) = 2<I>(2, 57) —1=2x0,9949 — 1 = 0,9898

2. On chercher 3 tel que ®(5) =

3. On chercher § tel que ®(3)
64

99 or ®(2,33) = 0,9901 donc on en déduit que 5 = 2, 33.

0,
0,95 or ®(1,64) = 0,9495 et ®(1,65) = 0,9505.
L,

05 _ 1 645,

3

On en déduit que g =

A N+ |

4. On cherche 3 tel que P(—3 < X < ) = 0,98 or

P(=B < X < B) = B(8) — B(—B) = 20(8) — 1.

On cherche donc 3 tel que :
20(8) — 1= 10,98 soit (5) = 0,99

Or ®(2,33) = 0,9901 donc on en déduit que 5 = 2, 33.
5. On cherche g tel que P(—8 < X < 8) =0,97 or
P(-B <X <B)=2(8) - (—p) =29(8) — L.

On cherche donc 3 tel que :
20(8) — 1= 0,97 soit (8) = 0,985

Or ®(2,17) = 0,985 donc on en déduit que 8 = 2,17.

Exercice 10 (% % %)

1. Soit X la variable aléatoire au nombre de passagers présents dans I'avion. D'aprés les données de |'énoncé, X suit une loi
normale vérifiant :
E(X)=0,8x272=217,6

et
o(X) =13,6.

Ainsi X < N (217.6,13.6%).
2. Le nombre de places libres vaut 272 — X, on cherche donc P(272 — X < 20). On a alors :

P(272 — X < 20) = P(X > 252).

Pour calculer cela, on va se ramener a une loi centrée réduite pour utiliser les tables de la loi normale A(0,1). On

X —217,6 _ 252 - 217,6

P(X >252) = P
(X = 252) ( 13,6 — 13,6

) ~ P(X* >2,53) = ®(2,53) = 1 — 0,9943 = 0, 0057

Ainsi la probabilité qu'il y ait au plus 20 places libres est de 0,0057.

3. Comme la compagnie décide de vendre 300 places, les paramétres de la loi normale vont changer, on a alors :
E(X)=0,8x300 =240

et
o(X) =15.
Ainsi X < N (240,157).
Calculer la probabilité qu’un voyageur ne puisse pas rentrer dans I'avion revient a calculer P(X > 272). On a :

240 < 272 — 240
) - 15

X —
P(X >272) =1-P(X <272)=1-P ( : ) =1-P(X*<2,13=1-®(2,13) = 10,9834 = 0,0166

Ainsi la probabilité qu'un passager ne puisse pas entrer dans I'avion est de 0,0166.
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CPES2, Mathématiques Corrigé Feuille n°5 : Variables aléatoires continues Chapitre 5

4. Notons « le nombre de billets vendus par la compagnie, les paramétres de la loi normale sont alors :
E(X) =0,8a

et
o(X) = 0,05«
On cherche « tel que P(X > 272) =0,01. On a :

X 0,80 _ 272080
0,05a 0,05a

P(X >272)=0,01 < P< >0,01 < P(X* > u,)=0,01

272 —
avec UO‘ZPY()TS;K&I et X* < N(0,1). Or, on a:

P(X* >uy) =0,01 <= 1—®(uy)=0,01 < ®(uy)=0,99
Or ®(2,33) = 0,9901, on en déduit que u, = 2,33. Il nous reste plus qu'a trouver « tel que :

272 — 0. 8ar
L =233 e 2" %0 _ 9 a3
b "€ 70, 05a

On résout :

272 — 0, 8ax

COhe =233 &= 272-0.80=2,33x 0,050 <= (0,8+0,1165)a =272 <= a ~206,8
, 05

La compagnie devra donc vendre au maximum 297 billets pour la probabilité que certains voyageurs ne puissent pas monter
dans I'avion soit d'un vol sur 100.

Exercice 11 (xx %)

Notons X la variable aléatoire égale a la durée d'une nuit de sommeil.
1. On cherche P(X > 8). Or X — N (6.8,0.6%) donc pour calculer cette probabilité, on va se ramener a la loi normale centrée
réduite. On a :
X—-68 8-6.8
<
06 — 06

P(X>8)1P(X§8)1P< )1P(X*§2) —®(2) =1-0,9772 = 0, 0228

2. On cherche P(X < 6). Or X < N(6.8,0.6) donc pour calculer cette probabilité, on va se ramener a la loi normale centrée
réduite. On a :
6-68 6-6.8
<
06 — 06

P(X<6)=P(X<6)=P < ) ~ P(X* < —1,33) = &(—1,33) = 1-&(1,33) = 1—0,9082 = 0,0918

3. On cherche P(7T< X <9)..0r X — N(6.8,0.62) donc pour calculer cette probabilité, on va se ramener a la loi normale
centrée réduite. On a :

7—6,8 < x* < 9-6,8
0,6 — = 0,6

PT<X<9) =P ( ) ~ P(0,33 < X* < 3,67) = ®(3,67)—®(0,33) = 0,9999—0, 6293 = 0, 3706

Ainsi 37% de la population dort entre 7 et 9 heures par nuit.

4. On cherche 3 tel que P(X > /3) = 0,05. Ramenons-nous a une loi normale centrée réduite, on a :

B—6,8 8—6,8

0,6

6_658
0,6

) =0,05 < & ) =0,95

)

P(X>ﬂ)0,05<:>P<X*> )0,05«:»1@(
f—6,8 1,64+1,65

On obtient =
n optien 0,6 5

= 1,645. Ainsi on a :

B=1,645%0,6+6,8=7,787

Il faudra donc dormir au moins 7,8 heures pour faire partie des 5% de la population qui dort le plus.
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