CPES2, Mathématiques Corrigé Feuille n°4 : Intégrales généralisées Chapitre 4

Intégrales généralisées

Exercice 1 (%x)

1. Une primitive de f; est donnée par :

2. Une primitive de f est donnée par :

41 2t 1 ) o )
3. Ona f3(z) = 5— = —5 + —5 =2~ + —. Donc, une primitive de f5 est donnée par :
X X X X
2 1
Fi(z) == — =
3(2) 3 T
4. Une primitive de f; est donnée par :
1

Fy(z) = ——
4() 212

5. La fonction f5 semble étre de la forme w'u™ avec u(x) = 7z + 1 et n = 8. On a v/(x) = 7 donc
o (2)u(x)” =7 x (Te +1)% = Tfs(x)
Une primitive de f5 est donc donnée par :

T+l _ (7Tx+1)?
63

Br+ 1
g7 1or D

6. La fonction fg semble &tre de la forme L avec u(z) =2+ +1etn=4 Onad(zx)=2zx+1donc
u'fL

u'(z) 2x +1 B
u(x)r (22 4+ + 14 fo(2)

Une primitive de fg est donc donnée par :

1 -1
B0 = @ e 0 - 3@ e P

1
7. La fonction f7 semble étre de la forme w'u™ avec u(z) = In(z) et n = 2. On a v/(z) = — donc :
x

W (@)ule)" = ~(1n(a))? = fr()

Une primitive de f7 est donc donnée par :
(In())?

F7(.CE) = 3

/

8. La fonction fs semble &tre de la forme % avec u(z) = 2* + 1. On a v/(x) = 3% donc :
u
u'(z) 322

2y/u(z) - 2V +1 -

gfs(x)

Une primitive de fg est donc donnée par :

2
Fg(:l?)zg $3+1

Lycée Malherbe, Caen 1/10 (© Marine Fontaine



CPES2, Mathématiques Corrigé Feuille n°4 : Intégrales généralisées Chapitre 4

9. La fonction fo semble &tre de la forme u’e avec u(z) = 2® 4 2x. On a u'(z) = 22 + 2 donc :
Wt = (22 + 2)e 2 = 2(z + 1)e® 2 = 2fy(x)

Une prilnitive de fg est donc donnée par :
1
1;9($) = —9612 21.

Exercice 2 (% x)

1. Commencons par déterminer une primitive de la fonction f(z) = 2 + 2 — 2. Une primitive de f est donnée par :

1 1 1 1
F(:z:):ﬁx3+1+mxl+l—2xx:1x4+§x2—2$.
Ainsi
3 3
11:/ (23 + 2 —2)dx = lx4+lx2—2x = 1(3)4+1(3)2—2><3 - l(—2)4+1(—2)2—2><(—2)
5 4 2 Ly 4 2 4 2
81 9
=224 2 _6-4-—2-14
13 6
_ 8141864
- 4
_ 35
T4

2. Commencons par déterminer une primitive de la fonction f(z) = v/2z + 3. La fonction f semble étre de la forme u'u®

1
avec u(z) =2z +3eta = 3 Ainsi u'(z) = 2 et on a alors :

Wu® =2(2x +3)% = 2v/2z + 3 = 2f (x).

1
On a f(x) = iu’uo‘, une primitive de f est donc donnée par :

1 1 1 : 1
Fla) = x =" 1(2x+3)%+1 =3 % g(2gg+3)% = §(2x+3)%.
Ainsi
11 1 RE
I = V2x +2dx = [§(2z+3)5]
3 3
1 3 1 3

1 3 1 3

= —(25)2 — =(9)2
S(25)F — 2(0)*
1 1 1 1
Z((25)2)3 — =((9)2)3
S(25)8)° — 2((9)%)
1 1
(V) — (V9

125 27

3 3

_ %

3

4 u/
3. Commencons par déterminer une primitive de la fonction f(t) = . La fonction f semble étre de la forme avec
cons p P f(@) N f NG
u(t) = t° + 3. Ainsi u/(t) = 5t* et on a alors :
! 5t 5 5

° = = =5 f(t)
2yu 2B +3 2V +3 2
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CPES2, Mathématiques Corrigé Feuille n°4 : Intégrales généralisées Chapitre 4

2 /
Ainsi f(t) = e Y et une primitive de f est donnée par :

2V/u
2
F(t)= g\/tf’ + 3.

Ainsi
"1 t4 2 1
I3 = —dt = —x/t5+3}
° /0Vt5+3 [5 0

2 2

:g\/15+ 75\/05+3

2 2
=Vi-ZV3
5f 5\[
4-2V3
5
Vit

. L. . € . A
4. Commengons par déterminer une primitive de la fonction f(t) = W La fonction f semble &tre de la forme u'e" avec

1
u(t) = V't. Ainsi v/(t) = ——= et on a alors :

2Vt

Ainsi

2z — 1 _ R u’
= ——— . La fonction f semble &tre de la forme — avec u(z) =
u

5. Commencons par déterminer une primitive de f(x) 5 )
¢ —x+1

2% — x4+ 1. Ainsi v/(z) = 2z — 1 et on a alors :

20— 1 _
2 —x+1

f(@).

u/
M
Une primitive de f est donc donnée par :

F(z) =In|z? —z +1].

Ainsi

-2
2z -1
e [l
0o T2 —x+1

= [In|z® —z+ 1”5

=In[22 —2+1]—In[0* -0+ 1]
=In|3| —In|1]

= In(3).
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Chapitre 4

Exercice 3 (x % x)

1. On effectue une intégration par parties :

on pose u(t) - ! on a
P ’Ul(ﬁ) = €2t v(t) — 16%

Alors, d'aprés la formule d'intégration par parties :

t ool '
I:[_Qt} _/_Qtdﬁ
E R P A

4 0
1 1 1
= —e? - 162 + =
1 1
= —62 + —_
2. On effectue une intégration par parties :
1
u(t) = -
. H = In() (*) :
pose / B on a 5
(t) t ® ¢
v = —
2

Alors, d'aprés la formule d'intégration par parties :

12 2 21 ¢
L=|5m] - [ -xZat
2= [ () /1t><2

2t
—21n(2)—/ —dt
1 2
1 ik
o &
n(2) 411
21n(2) — 1+ ~
= n —_ —_
4
=2In(2) — -
3. On effectue une intégration par parties :
/
= 2
on pose{ ) = a’ 41 on a v '
V) = e o(z) = %631

Alors, d'aprés la formule d'intégration par parties :

3 0
2., 1 2/1 5 4
=z’ — - — = re™” dx
3 3 3/

on pose u(z) =z ona
P V(z) = ¥ (@) = 1 3,
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Chapitre 4

Alors, d'aprés la formule d'intégration par parties :

1
/ ze3® dx
0

Et donc,

I3 =

|: 3JJ:|1 /113;Ed
=|-e - —e?dx
3 0 0 3
:1637{163%1
3 9 0
1y, 1,1
=379 Ty
2. 1
=5 "3
2 1 2 [t
geg—g—g/o ze3® dx
2, 1 2/(2, 1
3¢ 73 3<9€+9>
2, 1 4, 2
3¢ 737 97° T o7
14, 11
4, 1
27 " o7

Exercice 4 (x )

Soit M € [0; +o0], calculons la valeur de I'intégrale :

Moy
- _dt.
/0 (1+1¢2)3

t
Pour cela, calculons une primitive de la fonction f(t) = m Remarquons que :
# =t(1+ ﬁ2)_3
(1+1¢2)3 '
La fonction f semble &tre de la forme u/'u® avec o = —3 et u(t) = 1 + t>. On a /(t) = 2t. Ainsi

uw'u® = 2t(1 +t2) 73 = 2f(t).

Une primitive de f est donc donnée par :

1
a—+1

F(t):§><

Ainsi :

M t
S —
/0 (1+12)3

1

lim —— -
i T Ay 0 done

Or

+oo t
Ainsi l'intégrale /0 m dt converge et

+oo t
/ S
0 (141¢2)3 4

o+l _

po 1 1
M5t 4 A1+ M2)2

1
4(14t2)%

11
X — 14+t =—
5 X —5(1+1%)
1
4(1 + 12)2

e,
1
BRPTTESE

1
A1+ M2

1
4(1+0)2

1
4

1
1

1
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Chapitre 4

Exercice 5 (x*)

Soit M € [1;+0o0], calculons la valeur de I'intégrale

1
Pour cela, calculons une primitive de la fonction f(x) = n(x) Remarquons que :
x
l 1
n() = — x In(z).
x x

1
Ainsi f semble étre de la forme u'u avec u(z) = In(x). Or v/(z) = —. On a donc :
x

Ainsi une primitive de f est donnée par :

Ainsi :
M M
1 1
/ n() dz = [— 1n(:c)2]
1 X 2 1
1 1
=5 In(M)? — 5 In(1)?
1
=3 In(M)2.
M 400
1 1
Or lim In(M)? = +4oco donc lim n(x) dz = 400 ainsi l'intégrale / In(z)
M——+o0 M—+oo Jq x 1 X

Exercice 6 (x x )

M
. . P —x2 . , . .
Soit M € [0;+o0[, calculons I'intégrale / x3e™® dx. Pour cela, effectuons une intégration par parties. Commencons par
0

remarquer que :

3e™® = 22 X pe=
1 -
v (z) = ze™ u(r) = 756 *
Posons o alors
v(w) == V' (z) = 2%

Par intégration par parties :

M ) M
/ e do = / o' (z)v(z) dz
0 0

1 ) M M
= [—e_z xﬂ f/ ——e¢ % x2xdx
2 0 0
Lo —m2 M 2
= ——M*e” +/ re™* do
2 0
1 2 —M —x M
=—-M + |—ze
2 2 0
1 2 1 a2 1
— I M2eM 1 -M 1
2 ¢ 3¢ T
Or lim e ™M —0et par croissance comparée, lim M2e=M* = donc
M—+o0 M —+o0
1 2 1 _,e 1 1
li _M2 -M* _ - —-M =
Mot 2 6 ¢ t273
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Chapitre 4

—+o0
. . 1. ’ p— 2
Ainsi | mtegrale/ 23" dx converge et
0

+oo
1
/ e do = =
O 2

Exercice 7 (x % x)
Commencons par chercher trois réels a, b et ¢ tels que :

1 e b
rz+1)2 2 14+z (1+2)2

En mettant le membre de droite au méme dénominateur, on a :

Ve >1

a b ¢ a(l+z)? +bx(1+2)+cx

E+1+x+(1+:p)2: x(1+ x)?

a+ 2ax + az® + bx + ba? + cx

(1 + x)?

_(a+b)2®+(2a+b+c)r+a

x(1+ xz)?
On procéde alors par identification pour obtenir I'égalité, il faut

a=1, 2a+b+c=0, a+b=0.

Ainsi on a :
a=1, b=—-a=-1, c=-2a—-b=-2+4+1=
Ainsi 1 1 ) 1
Ve >1, ————s=- - — .
T=5 x(z 4+ 1)2 x+1+x+(1—|—x)2
M 1
Soit M € [1;+00], calculons la valeur de I'intégrale / —_—
1 z(l+a)
L Dapres ce qui préced
———— . D’aprés ce qui précéde, on a :
1 1 1

f(x)z;—1+x (1+x)2

Il nous faut donc calculer une primitive des trois termes composant f.

1
1. Une primitive de 2 — — est donnée par z — In(x).
x

/

1
2. La fonction z —
1+ U

1
Une primitive de la fonction z — — T est donc donnée par  +— —In |1 + z|.
X

1
3. La fonction x — ———— est de la forme v/u® avec u(z) = 1 +z et @ =
(1+xz)?
1
— 1 B .
T gt he )
Une primitive de la fonction z — ————— est donc donnée par = — )
(1+2)? 1+
Ainsi une primitive de f est donnée par :
1
F =1 —In|1 e
(@) = In(a) — |1 +a] + ——

Nous pouvons alors calculer I'intégrale :
M

/M L d In(z) —In|l + x| + !
———dz = |In(z) —In x|+ ——
1 z(l+2)? 1+z],

1
=In(M)—-In|1+ M
n(M) ~ |1+ M| + 7

=In(M)—In(1+ M)+ +1In(2) -1

14+ M

(2 )y L e
=1In n(2) —
1+ M 1+ M

—1.

5 dx. Pour cela, calculons une primitive de la fonction f(z) =

est de la forme — avec u(z) = 1 + . Ainsi une primitive est donnée par z — In |1 + z|.

—2. Ainsi une primitive est donnée par

1

—In(1)+Injl+1] - ——

1+1
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CPES2, Mathématiques Corrigé Feuille n°4 : Intégrales généralisées Chapitre 4

1
+ M

m<1yM):m($) “u()

M 1
On en déduit donc par composée de limites que lim In ( > =In(1) =0. Or lim =0, ainsi

M M
Il nous reste alors a calculer la limite du terme In (1 n M) + 1 +1n(2) — 1. A priori, la limite du terme In (H—M) est

une forme indéterminée. Factorisons :

M —+o00 1—|—M

M 1
lim 1 In(2) — 1= In(2) — 1.
MLIEOOH(HM)JFHMJFH() n(2)

+oo
On en déduit donc que l'intégrale / ——— da converge et que :
a0

+oo 1
_ =In(2) — 1.
/1 x(1+z)2dm n(2)

Exercice 8 (x %)

A
1. Soit A > 0, calculons l'intégrale / ze T dx.
0

Effectuons une intégration par parties. Posons
v(r) = Vv(z) =1
Par intégration par parties :

A
= [u(z)v(z))) — i w(z)v' (z) da
A
= [—xefﬂgx — —e ¥ x 1dx

et ]
= —Ae™ 4 (e = (7))
=—Ae d—e A4+ 1.

Ainsi
A
/ re dr=1— Ade 4 —e 4.
0

Or lim e =0 et par croissance comparée lim Ae 4 =0, donc :
A—+o0 A—+o0

A

lim rve ¥dx = 1.
A—+o0 J

—+oo
2. On en déduit que l'intégrale / xe~ " dx converge et que :
0

“+o0
/ ze *dx = 1.
0
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CPES2, Mathématiques Corrigé Feuille n°4 : Intégrales généralisées Chapitre 4

Exercice 9 (x % x)

Soit « < 0, calculons F(z). On a : .
Fla) = / Ft)t.

Comme z < 0, la variable d'intégration ¢ €] — co; [, on a t < 0 et donc f(t) = 0. Ainsi pour z < 0, F(z) = 0.
Soit # > 0, calculons F(z). On a :

F@ = [ s
D’aprés la relation de Chasles, on a :

Fe) = [ OOO foe+ [ o

Or pour t €] — 00;0], f(t) =0 et pour t € [0;z], f(t) =e ", on a donc :

Exercice 10 (% % %)

A
2 2
1. Soit A > 1, calculons I4 = / — dz. Pour cela posons, f(z) = —.On a:
1

3 3
f(z) =22% avec a = -3.
Ainsi une primitive de f est donnée par :
1 2 1
F -9 a+1 _ = -2 _ =
() x a4+ 17 -2 2
On a alors : M
o[ AV
4 2, AT A2
. 1 d
2. 0Ona AEIEOOE = 0 donc
lim 14 =1.
A——+oco

3. En utilisant la relation de Chasles et I'expression de la fonction f, on obtient :

/:Of(ac)dx:/loof(:c)dx—i—/:oof(x)dm:/1m0dx+/l+mx—23dm:/1+m%dx.

—+oo

+oo
Etudier la convergence de |'intégrale / f(z) dx revient donc a étudier la convergence de I'intégrale / — dx.
1 X

— 00
Cela a été fait dans les questions précédentes, on a montré que :
A
lim —dxr =1.
A——+oo 1 173

+oo +oo
Ainsi l'intégrale / — dz converge et vaut 1. On peut donc conclure que l'intégrale / f(z) dz converge et que :
1 X

/+OO f(z)dx =1.
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Exercice 11 (% % %)

1. On a, pour tout z > 0,

m/(z) = e
2
’D2
2. D’aprés la question précédente, une primitive de f(x) = xze™ = est donnée par :
172
Fz)=—e"7
On a donc,
M 2 221M M2
I(M) :/ re~ 2 dox = [—e_7} =1l—-e 2z
0 0
On a par ailleurs,
. _m?
lim e 2 =0
M —~+oc0
donc,
lim I(M)=1
M——+o0

3. En utilisant la relation de Chasles et I'expression de la fonction f, on obtient :
—+o00

/—oo

Etudier la convergence de I'intégrale /

— 00

Cela a été fait dans les questions précédentes, on a montré que :

“+o0

M 2

. —_z=
lim re” 2 dr =

M—+o0 /g

+0o0 2 +oo
Ainsi l'intégrale / xe~ 2 dx converge et vaut 1. On peut donc conclure que |'intégrale /
0

/+OO f(z)dx =1.

— 00

f(:(:)d:c:/Ooof(:c)dx—l—/()Jroof(x)d:c:/OOOde—i—/OJroowedex:/oﬁoxe

—+o0
f(z) dx revient donc a étudier la convergence de I'intégrale / xe
0

2

2 dux.

2

~2 dux.

f(z) dx converge et que :

10/10
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