CPES2, Mathématiques Corrigé Feuille n°3 : Variables aléatoires discrétes Chapitre 3

Variables aléatoires discrétes

Exercice 1 (x)

1. Onsaitque P(X =0)+P(X =1)+P(X =2)+ P(X =3) =1donc:

2. 0Ona:
1 1 1 23 5+16469 90 9
B(X)=0x — +1x=42x-43x—-2+t0%09 B I
(X)=0x qgHlxg+2xgtdxg 10 0 1

Pour calculer la variance, on utilise la formule de Kénig-Huygens : V(X) = E(X?) — E(X)?. On a:
23 54324207 244 61

1 1 1
EX)=02x —+4+12x>+4+22x2+433x == _ e b
(X% TR T STy 10 10 10

On a alors :

61 92_61 81 976810 166 83
N 10 16 160 160 80

Exercice 2 (x)
1. Comme les événements [X = 3] et [X = 4] ont méme probabilité, notons z = P(X = 3) = P(X =4), on a alors :

PX=0+P(X=1)+P(X=2)+P(X=3)+P(X =4)=1

soit
P(X=0)+P(X =1)+P(X =2)+2z=1
ainsi
1-PX=0-PX=1)-P(X=2 1-1-1—5 =210 3
e 2 - 2 — T 2 T4
En conclusion, P(X =3) = P(X =4) = &.
2. Ona: 1 1 1 3 3 104404+9+12 71
FX)=0Xx —4+1X-42X—-4+3X —4+4X —= " ———— = —.
(X)=0x g H1xg+2xg43x mrdxpg 40 40
Par définition de I'écart-type, ox = /V(X), calculons donc la variance a I'aide de la formule de Kénig-Huygens. On a :
1 1 1 3 3 20 4+ 80 + 27 + 48 175 35
EX)=02x —4+12x - 4+22x -+ 3 x —442x — = = —— ==
(XT) =07 x G 1T x g+ 2 x5 437 x 5 4+47 % 5 40 0 8
On a alors : )
Vixy= 35 (TL)* 85 5041 _ 70005041 _ 1959
8 40) 8 1600 1600  1600°
En conclusion, ox = % = }1%59.

Exercice 3 (x*)
1.(a) Ona X(Q) ={-0,5;0,5; 1,5}. Par ailleurs,

P(X =1,5) = PU(L DY) = 5

P(X =0,5) = P({(22); (3:3); (4:4): (5:5); (6:6)) = ==

5) 1 30
P(X=-0,5=1-P(X=0,5)-P(X=1,5)=1— — — — = —

On peut ainsi résumer la loi de X par le tableau suivant :
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T —0,5]0,5] 1,5
PX=2) | % | % | 5%

k
1 1 1 1 1
—_——
k—1 fois FACE PILE

Remarque : En fait, X suit une loi géométrique de paramétre p = % En effet, X correspond au temps d’attente du
premier succés lors de la répétition successive d’expériences de Bernoulli identiques et indépendantes.

(b) On sait qu'une loi géométrique admet une espérance. Ainsi, X admet une espérance et

1 1
E(X)=>=7=2
p
2
Exercice 4 (x*)
1. La fonction de répartition de X est donnée par :
0 siz <0
0,3 si0<z<l
0,5 sil<z<?2
0,60 si2<x<3
Fx(@) =9 080 siz<az<4
0,90 sid<zxz<5b
0,95 sib<x<6
1 siz>6
A
1T ®
—
0.8 + o—
0.6 1 —
@
0.4+
o—
0.2 +
9 8 7 6 5 4 3 2 1 lg1 2 3 4 5 6 T 8 9

2. La probabilité que la machine ait strictement plus de 3 pannes est :
P(X>3)=P(X=4)4+P(X=5+PX=6)=0,1=0,05+0,05=0,2

3. Ona:
E(X)=0x0,3+1x0,2+---+6x0,05=1,9

Le nombre moyen de pannes par jour est donc de 1,9.

Exercice 5 (x % x)

1. On a X(©) = [0;3].

2. On note By I'événement « la k-iéme boule tirée est blanche » et N I'événement « la k-iéme boule tirée est noire ».
Calculons les probabilités P(X = k) pour k € [0; 3].
D’'aprés la formule des probabilités composées :

5 4 3
P(XZO) :P(NlﬁNQQNg) :P(Nl)PNl(NQ)PNlﬁNQ(NB) = § X g X ? = —
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D’aprés la formule des probabilités totales :

P(X 1):P(BlﬁNgﬁNg)+P(N1ﬂB2ﬁN3)+P(N1ﬂNQﬂBg)
4 5 4 5 4 4 5 4 4
= - X-X=-F+=-X=X=-4—=-X=X=
9 8 7 9 8 7 9 8 7
_10+10+10
63 63 63
_ 30
63
_ 1o
21
_2
42
P(X 2):P(BlﬁB2ﬁN3)+P(BlﬂNQﬂB3)+P(N1ﬂB2ﬂB3)
—éx§x§+éx§x§+§x_x§
97877 97877 97877
5.5 .5
42 42 0 42
15
42
Enfin, d'aprés la formule des probabilités composées :
4 3 2 1 2
k 0 1 2 3

Ce que I'on peut résumer par le tableau suivant :

3. On a alors :

5 20 15 2 5 28 4
Par ailleurs, 5 20 15 9 08 49 7
2 2o 2 2 <V 2, 19 2, 2 _ 7% _ 2 _ 1
BT =0 x X o+ 2 X o+ X 5= 5= 73

Donc, d'aprés la formule de Kénig-Huygens,

Et donc,

Exercice 6 (xx x)

1. On a X(©2) = N*.

2. Notons By, (resp. N) I'événement « la k-iéme boule tirée est blanche (resp. noire) ». Pour tout k € N*, on a :

1 2 k-1 1

= — X — X +++ X X —
273 k k—+1

1

 k(k+1)

Exercice 7 (x)

1. Notons succés I'événement : « Obtenir une boule blanche », sa probabilité vaut % La variable aléatoire X vaut 1 en cas
de succeés et 0 sinon, elle suit donc une loi de Bernoulli de paramétre %
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2. Notons succés I'événement : « Obtenir un numéro pair », sa probabilité est de % = % On répéte 10 fois de maniére
identique et indépendante une expérience de Bernoulli et X est alors égale au nombre de succés. Ainsi X suit une loi

binomiale de paramétres 10 et 2. X — B(10,1).

3. Notons succés I'événement : « Obtenir une boule blanche », sa probabilité vaut % On répéte indéfiniment de maniére
identique et indépendante une expérience de Bernoulli jusqu'a obtenir le premier succés. Ainsi X est égale au rang du
premier succés et elle suit donc une loi géométrique de paramétre %

4. X prend ses valeurs dans l'intervalle [1, 78] et chaque valeur prise par X est équiprobable donc X suit une loi uniforme
sur 1, 78].

Exercice 8 (xx)

1. On note X le nombre piles obtenus lors de ces 10 lancers. X compte le nombre de succés lors de la répétition de 10
expériences de Bernoulli successives, identiques et indépendantes. Ainsi, X suit une loi binomiale de paramétres n = 10 et
p=10,3. On a donc,

10
f%X:g)z(g)x033xa7ﬁ=u0x033x0772031

2. On note X le nombre de lancers nécéssaires pour obtenir pile. X correspond au temps d'attente du premier succés lors de la
répétition d’'expériences de Bernoulli identiques et indépendantes. Ainsi, X suit une loi géométrique de paramétre p = 0, 3.

Ainsi, X admet une espérance et :
1 1 10
EF(X)=-= =—~3,3
(X) 03 3 °%

En moyenne, on effectue donc 3,3 lancers avant d'obtenir PILE.

Exercice 9 (x %)

1. On note X le nombre de chutes au terme de 10 balades. Alors, X compte le nombre de "succés" (i.e de chutes) lors de 10
expériences de Bernoulli identiques et indépendantes. Ainsi, X suit une loi binomiale de paramétres n = 10 et p = %. On

a donc : )
ror=o= () () (%)

2. La probabilité qu'il ne soit pas blessé aprés ces 10 balades, est :

P(X<2)=P(X=0)+P(X =1)+P(X =2)
1 0 10 10
P(X =0) = OVILY (2 (2
10/ \ 10 10 10
1 9 9
9 :IOxix 9
10 10~ \ 10
1 9\% 9 9 1 9\’
=X —X|—=) ==x|—=] ==x|—=
100 = \ 10 20 ~ \ 10 2 10
9\'% 3 9\ 24 9\°
R +_X R = — X _
10 2 10 10 =\ 10

Notons X le nombre de changements d'emploi en 5 ans. On sait que X suit une loi de Poisson. Notons X\ son paramétre. On sait
que le nombre moyen de changements d’emploi en 5 ans est de deux. Autrement dit, on a :

Il
7N\

' (

Exercice 10 (xx)

E(X)=XA=2

Ainsi, X suit une loi de Poisson de paramétre A = 2.

1. Ona:
20
}%X:O%:WEQ:6420J3

La probabilité qu'un travailleur ne fasse aucun changement en 5 ans est de environ 0, 13.
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2. Ona:
P(X>1)=1-P(X=0)~1-0,13=0,87

La probabilité qu'un travailleur fasse au moins un changement en 5 ans est de 0, 87.

3. Ona:
PA<X<5)=PX=1)+P(X=2+P(X=3)+P(X=4)+P(X =5)

20, 022,028, 2t 25,

:Fe +§€ +§€ +Z€ +§€

— (242t iy 2y L)

- 373715)°€
94 _,

_1—56

~ (0,81

Exercice 11 (% % %)

1. D’aprés la formule des probabilités totales,

P(J) = P(R) x Pr(J)+ P(R) x Pz(J)

60 40 1

=—X14+-—x=
100 100~ 3

_ 180 40
300 300

220 11

300 15

2. X compte le nombre de succes (i.e le nombre de réponses excates) lors de la répétition de 20 expériences de Bernoulli

identiques et indépendantes. Ainsi, X suit une loi binomiale de paramétres n =20 et p = —.

15
On a alors X () = [0;20] et pour tout k € X (),
k 20—k
20 11 4
P(X =k)= =) (=
=003 (5) (%)
3. Puisque X suit une loi binomiale, on a :
E(X) g0 x -4
=np = — = —
P 5 3
44 4 176
V(X)= l—-p=—x—=—
(X)=mp(l —p) = - x - =
4.(a) Il y a X bonnes réponses qui rapportent chacune un point et 20 — X mauvaises réponses qui enlévent chacune deux

points. Ainsi,
N=1xX-2(20-X)
=X —-40+2X
=3X —40

(b) On a donc :
E(N):E(3X—40):3E(X)f40:3><4—34740:44—40:4

176 176
V(N)=V(3X —40) =3°V(X) =9 x — = —
45 5
5.(a) Y compte le nombre de succés (i.e le nombre de réponses excates) lors de la répétition de 20 expériences de Bernoulli
3
identiques et indépendantes. Ainsi, Y suit une loi binomiale de paramétres n = 20 et p = 100 = &

(b) La note que I'éléve B obtient en moyenne est donc :

3
B(Y) =np=20x ¢ =12
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(c) La stratégie de I'éléeve B est donc meilleure, en moyenne, que celle de I'éleve A.

Exercice 12 (% * * )

1. (a) X1 compte le nombre de succés (i.e le nombre de personnes descendant a I'étage 1) lors de la répétition successive de

5 épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes. Ainsi, X suit une loi binomiale de paramétres n =5 et p = 1

3
On a X;(Q) = [0;5] et pour tout k € X1(9) :

== Qo= () () ()

(b) Puisque X7 suit une loi binomiale, on a :

1 )
5 2 10
VX)) =nmp(l-p)=gxg=+

(c) Puisque chaque personne choisit un étage de maniére équiprobable, la probabilité pour une personne de monter a I'étage
1, 2 ou 3 est la méme. Ainsi, X, et X3 suivent la méme loi que Xj.

2. (a) X1+ X2+ X3 représente le nombre de personnes étant descendus a I'étage 1, 2 ou 3. Puisque les 5 personnes choisissent
de descendre a I'un de ces trois étages, on a bien :
X+ X0+ X3=5

(b) L'éveénement (X1 = 0)N (X2 = 0) correspond au fait que personne ne soit descendu a I'étage 1 ou a |'étage 2, autrement
dit que tout le monde soit descendu a |'étage 3. Ainsi,
P((X;=0)N(X2=0)) =P(X;3=05)

Et puisque X3 suit la méme loi que X1, on a :

=9 ()= (5) () =5

(c) L'ascenseur ne s'arréte qu'une fois si et seulement si :
e tout le monde descend & I'étage 1, ce qui correspond a |'événement X; = 5;
e tout le monde descend a I'étage 2, ce qui correspond a I'événement Xy =5;
e tout le monde descend a I'étage 3, ce qui correspond a |'événement X3 = 5.
Ainsi, la probabilité que I'ascenseur ne s’arréte qu'une fois est donnée par :

1 1 1 3 1

PROG=0) 4 PG =001 PGS =5 =534 o3 o3 ~ 213 — 51

3. L'ascenseur s'arréte soit une, soit deux, soit trois fois. Ainsi,
Z(Q) = [1;3]

4.(a) On a (Y1 =0) si et seulement si I'ascenseur ne s'arréte pas au premier étage. Autrement dit, (Y7 = 0) si et seulement
si personne ne descend a I'étage 1. Ainsi, les événements (Y7 = 0) et (X; = 0) sont identiques. Ainsi,

P(Y1=0):P(X1:0):(8) X(%)Ox(g)f’:;:%

(b) On a donc:

32 211
M=1) (¥1=0) 243 ~ 243
Par ailleurs, Y7 suit une loi de Bernoulli dont le paramétre p est donné par :
211
=PY1=1)= —
p=PMi=1)=55
Ainsi,
211
EY))=p=—
Y1) =p 513

(c) Ona Z =Y +Ys+ Y3 Or, Y7, Y5 et Y5 ont la méme espérance donc

211 211 211 3 x211 211
E(Z) = E(Y,) + E(Yy) + E(Ys) = —— 4+ =— _ _
(%) (V1) + E(Y2) + E(Ys) 513 T 213 T 243 243 81
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