CPES2, Mathématiques Corrigé Feuille n°2 : Probabilités éléementaires Chapitre 2

Probabilités élémentaires

Exercice 1 (x)

1. (a) Le contraire de I'événement A « les deux cartes tirées sont rouges » est A « une des deux cartes tirées n'est pas
rouge ».
Attention : le piége serait de penser que I'événement contraire est « les deux cartes tirées sont noires ». Il est important de
comprendre que tout tirage ne réalisant pas I'événement « les deux cartes tirées sont rouges » réalise par définition |'événement
contraire. Par exemple, si une carte est rouge et que l'autre noire, I'événement « les deux cartes tirées sont rouges » n'est pas
réalisé, ce qui signifie que c'est I'événement contraire qui est réalisé.

(b) ANBNC : «les deux cartes tirées sont un valet rouge et un dix rouge »

() (ANC)N(BNC)=ANBNC : «les deux cartes tirées sont un valet rouge et un dix rouge »

(d) AN BNC =0 : événement impossible.

e « les deux cartes tirées sont des figures » correspond a I'événement C. Le fait qu'elles ne soient pas toutes les deux

rouges correspond a I'événement A. Ainsi F = AN C.
e « on obtient au plus une figure » est I'événement contraire de C. Ainsi G = C.

Exercice 2 (x)

1. L'ensemble des tirages possible est Q = {(1,2), (1,3),(1,4), (2,3),(2,4),(3,4)}.

2. Le seul tirage pour lequel les deux jetons sont pairs est (2,4), donc A = {(2,4)}. _
A correspond a I'ensemble des tirages pour lesquels les deux jetons ne sont pas pairs. Ainsi A = {(1,2),(1,3),(1,4),(2,3), (3,4)}.
A ou A donne bien sir I'ensemble des tirages possibles, ie. AUA=Q.
A et A correspond bien sur a |'événement impossible, ie. ANA = (.

3. Tout d'abord, I'ensemble C' est donné par C' = {(1,3),(2,4)}. Dés lors,

e C={(1,2),(1,4),(2,3), (3,4},

e AUC ={(1,3),(2,4)},

e ANC ={(2,4)},

e AUC =1{(1,2),(1,4),(2,3),(2,4), (3,4)},
e ANC =10

Exercice 3 (x*)

1. e «le premier 6 a été obtenu au deuxiéme lancer » signifie que I'on n'a pas obtenu de 6 au premier lancer et que I'on a
obtenu un 6 au deuxiéme lancer. Ainsi P, = A1 N As.
e « le premier 6 a été obtenu au cinquiéme lancer » signifie que I'on n'a pas obtenu de 6 aux premier, deuxiéme, troisiéme
et quatriéme lancers, et que I'on a obtenu un 6 au cinquiéme lancer. Ainsi Ps = A1 N As N A5 N A4 N As.
e De la méme maniére, P, = A1 N---NA4,_1NA,.

2. Si le deuxiéme 6 a été obtenu au troisiéme lancer, alors il y a deux possibilités :
e soit le premier 6 a été obtenu au premier lancer et le deuxiéme 6 au troisiéme,
e soit le premier 6 a été obtenu au deuxiéme lancer et le deuxiéme 6 au troisiéme.
Ainsi
D3y = (A1NA;NA3) U (AN AN A3).

Si le deuxiéme 6 a été obtenu au quatriéme lancer, alors il y a cette fois trois possibilités :
e soit le premier 6 a été obtenu au premier lancer et le deuxiéme 6 au quatriéme,
e soit le premier 6 a été obtenu au deuxiéme lancer et le deuxiéme 6 au quatriéme,
e soit le premier 6 a été obtenu au troisiéme lancer et le deuxiéme 6 au quatriéme.
Ainsi
Dy=(A1NA;NA3NA) U(ATNANAsNAy) U (A NAy N As N Ayg).
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CPES2, Mathématiques Corrigé Feuille n°2 : Probabilités éléementaires Chapitre 2

Exercice 4 (x)

Je suis ici dans une situation d'équiprobabilité.

1. L'univers © est donné par

0={(1,1),(1,2),...,(1,6),(2,1),(2,2),...,(2,6),...,(6,1),(6,2),...,(6,6)}.

Donc card(2) = 36. Par ailleurs, si je note A I'événement « la somme des numéros est égale & 8 », alors A =
{(2,6),(3,5), (4,4), (5,3),(6,2)} et donc card(A) = 5. Ainsi

2. Les 11 sommes possibles ne sont pas toutes équiprobables. Par exemple, la somme des deux dés ne vaut 2 que dans le

b, 1
cas ol I'on a obtenu (1,1), et cet événement a une probabilité 36 Alors que la somme des deux dés vaut 8 dans 5 cas

5
différents, ce qui améne donc a une probabilité de 36

Exercice 5 (x*)

Je suis ici dans une situation d'équiprobabilité.

1. L'ensemble €2 est constitué de toutes les cartes du jeu :
Q={70,70,7M4,7, ..., AsO, AsO, Ash, Asd} et card(Q) = 32.
L'ensemble A est constitué de tous les piques
A={74,8M,... ,Ash} et card(A) =38.

L'ensemble B est constitué de toutes les cartes rouges

B ={70,79,80,89,...,As{,AsO} et card(B) = 16.
L’ensemble C' est constitué de toutes les cartes représentant des figures

C = {Valet), ValetQ, ..., Roi#,Roid} et card(C) =12.

Ainsi je peux d'ores et déja affirmer que

8 1 16 1 12 3
P(B = et PO) =

P(A) = — = — = — = = — =
(4) 32 4’ (B) 32 2 32 8

Par ailleurs AN B = (), puisqu’une carte ne peut a la fois &tre un pique et étre rouge. Donc P(A N B) = 0. L'événement
BN C est constitué de toutes les figures rouges, donc

BN C ={Valetd, ValetQ, ... Roi®,Roi0} et card(BNC) =6.

6 3
Donc P(B 02
onc P(BNC) 3= 16
Il me reste a calculer P(AU B) et P(BUC). Les événements A et B étant incompatibles,
1 1 1 2 3
P(AUB)=P(A)+P(B)=>+-=-+-=".
(AUB) = PU)+ P(B) = {+5 = 1 +2 = 3

Et pour calculer P(B U C), j'utilise la formule de Poincareé :

1 3 3 8 6 3 1
P(B = P(B) + P(C) - P(B e R N A i)
(BUO) (B) + P(C) (BNC) 2+8 16 16+16 16 16
Remarque : Pour calculer P(AU B) et P(B U C), je peux également expliciter les ensembles AU B et B U C ainsi que
leurs cardinaux, puis en déduire directement les probabilités.

AUB ={70,70,7@, ..., As{, AsQO, As} et card(AU B) = 24.
BUC ={70,70,...,As{, AsQ, Valeth, Valetd, . .. ,Roitd, Roid} et card(BUC) = 22.

Donc o 3 v 1
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CPES2, Mathématiques Corrigé Feuille n°2 : Probabilités éléementaires Chapitre 2

2. Je peux tout d'abord remarquer que D = BN C = BUC. Ainsi

11 16 11 5
P(D)=P(B =1-P(B =1l-=—=_2_==2
(D) = P(BUC) (BUC) 16 16 16 16

Exercice 6 (x*)

Notons ainsi les événements suivants :
o (C : « aimer les citrons »
e O : « aimer les oranges »

1. Nous devons calculer P(O N C). En utilisant les formules du cours, on obtient :
P(ONC)=PO)-PONC)=0,8-0,3=0,5.
2. Nous devons calculer P(O U C'). D’apreés la formule de Poincaré, nous avons :
P(OuC)=PO)+P(C)—P(ONC)=0,84+0,4-0,3=0,9.

3. Nous devons calculer P(O N C). En utilisant les formules du cours, on obtient :

PONC)=1-PONC)=1-P(OUC)=0,1.
4. Nous devons calculer P(ONCUONC). D'aprés la formule de Poincaré, nous avons :
P(ONCUONC)=PONC)+PONC)-PONCNONC)=0,5+P(ONC)—0

Or P(ONC)=P0O)-PONC)=1-PO)-PONC)=1-0,8-0,1=0,1.
Ainsi P(ONCUONC)=0,5+0,1=0,6.

Exercice 7 (x)

Si la piéce donne Pile, alors le tirage a lieu dans I'urne U;. Puisqu'il y a une boule blanche et deux boules noires dans |'urne Uy,

alors ) 5

Si la piéce donne Face, alors le tirage a lieu dans I'urne Us. Puisqu'il n'y a que des boules noires dans I'urne Us, alors

Pp(B)=0 et Pg(N)=1.

Enfin, si le tirage donne une boule blanche, alors le tirage a forcément eu lieu dans 'urne Uy puisqu'il n'y a pas de boule blanche
dans 'urne Us. Autrement dit, la piéce est retombée sur le coté Pile

Exercice 8 (x %)

Je commence par représenter la situation par un arbre pondéré.

/8,

19 No—— B.

N — 8/8 3

‘ 1 T 1/8 N
o 8/9 By 3
7/8’7:72 Bg

/8 N,

8/1 //E/// 5/3///, N- 2 ::,7777777522? 83
. 2/8 N

U e

6/s D3

Je souhaite calculer la probabilité que la troisiéme boule du tirage soit noire, c'est-a-dire de I'événement N3. Je dois donc faire la
somme des probabilités de chacune des branches menant a I'événement Nj.
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CPES2, Mathématiques Corrigé Feuille n°2 : Probabilités éléementaires Chapitre 2

Pour k € {1,2,3}, je note Nj I'événement « la k-iéme boule tirée est noire » et By I'événement « la k-iéme boule tirée est
blanche ».
D’aprés la formule des probabilités totales,
P(N3) = P(N1) x Pn,(N2) x Pnan, (N3) + P(N1) x Py, (Bz) X Pnynp, (Ns)
+ P(Bi1) x Pp,(N2) X Pp,an,(N3) + P(B1) x Pp,(B2) x Pp,np,(N3)
107978 10797 % 10797 g 10 9 g45 45 45 45 5
1
La troisiéme boule est noire avec probabilité £

Exercice 9 (x*)

Je réalise un arbre pondéré pour modéliser la situation.

0 ‘)()”7””777 B
5 _R—— —
095 e ——
% i 092 . p
/ 00s B
1. D’apres I'énoncé,
_ 5 1 B . ) ) 4 |
P(R) = — = — P(B)= > — % 41
(B) =105 = 20" 2(B) = 705 = 5 (L
1 19 2 .
(R) 20~ 20’ =(B) 2.2 . L

2. D’'aprés la formule des probabilités totales, comme {R, R} forme un systéme complet d’événements,

P(B) = P(R) x Pr(B) + P(R) x Pz(B) Somme de chacune des branches menant a B
19 24 1 23

=2072 720" 2

_ 456 2

© 500 500
479

= =0.958
500

Donc 95.8% des bouteilles sont bien remplies.

Exercice 10 (xx)

Je réalise un arbre pondéré pour modéliser la situation.

080y
YO - o
020  V
oy
E — . —
0.90 -V
1. D’apreés I'énoncé,
15 3 80 4 10 1
PEF)=—=— P, = — == P - - —
(E) 100 20’ (V) 100 5’ =(V) 100 10’
_ 3 17 — 4 1 — 1 9
—1- = === —1—-=-== > S I —
PE)=1 50 = 20’ Pg(V)=1 F = et Pgp(V) 0= 10

2. D’'aprés la formule des probabilités totales, comme {E, E} forme un systéme complet d'événements,

P(V)=P(E) x Pg(V)+ P(E) x P5(V) Somme de chacune des branches menant a V'

3 4 17 1
=—X-4+—=X—
200 5 20 10

12 17

100 T 200
—£—0205
200
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CPES2, Mathématiques Corrigé Feuille n°2 : Probabilités éléementaires Chapitre 2

Donc 20.5% des sacs contiennent des pommes de variétés différentes.

3. Je cherche Py (E). D'aprés la formule des probabilités conditionnelles,

. P(VANE) 17 200 17
pp(E) = VO k) 1r 200 17
vIB)=—pay Ta0 X @ m

b, 17
Le sac a été acheté en supermarché avec probabilité R

Exercice 11 (xx)

Je réalise un arbre pondéré pour modéliser la situation.

060  p
) A ::::::,:7:;: _ )
005 040 D
F— _ 02 p
A — —_— ==
0.98 - D
1. D'aprés I'énoncg,
- ) 60 3 D)= _ 2
P50 "0 M T Ts M T T
(4) 100 20’ A(D) 100 5’ A( ) 100 50’
_ 119 D o2 %5
PA) =1-—=—, PyD)=1-2=2 et P(D)=1— — = .
(4) 20 20’ AP) 575 = D e

2. D'aprés la formule des probabilités totales, comme {A, A} forme un systéme complet d'événements,

P(D) = P(A) x P4(D)+ P(A) x P5x(D) Somme des branches menant a I'événement D
1 3 19 1

20 °5 720 " 50

319

~ 100 1000
49

=—— =004
1000 0-049

Donc 4.9% des CD achetés sont défectueux.

3. Je cherche Pp(A). D'aprés la formule des probabilités conditionnelles,

_ P(AND) 3 1000 30
Po()==pmy =100 % 29 ~ 10

30
Le client a acheté une boite abimée avec probabilité 19"

Exercice 12 (% % %)

Je réalise un arbre pondéré pour modéliser la situation. Je note I’ I'événement « &tre fumeur » et B |'événement « avoir une
bronchite ». Au vu des informations données dans |'énoncé, je peux réaliser deux arbres différents :

065 ' B

_B— _ P _

035 — - F 045 — © B
//// //// _—
~__ ~__

065~ _ ' F 05%5~_ ' B

o F 7 B

Pour chaque arbre, (au moins) une des informations données dans |'énoncé n'est pas utilisée. Sur le premier arbre, je n'ai pas utilisé

35
le fait que P(F) = —. Sur le deuxiéme arbre, je n'ai ni utilisé le fait que P(B) = —, ni que Pg(F)

100 100 100
Le premier arbre est sans aucun doute le plus utile pour résoudre |'exercice, puisque c'est celui qui comporte le moins d'inconnues
(et qui par ailleurs utilise le plus de données de I'énoncé).
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CPES2, Mathématiques

Corrigé Feuille n°2 : Probabilités élémentaires

Chapitre 2

1. Jexprime les événements dont je dois calculer les probabilités en fonction de B et de F' :

E,=BnNF, E;=BNF e FE3;=BNF.

Alors, d'aprés la formule des probabilités composées,

35 65
P(E))=P(BNF)=P(B)x Pg(F) = — X — =
(B1) = P(BNF) = P(B) x Pp(F) = 155 % 755
= — 35 35
P(Ey)=P(BNF)=P(B)x Pg(F) = — X — =
(E2) = P(BOT) = P(B) x Pal(F) = o0 % 1o
45
Par ailleurs, je sais que P(F) = 100 = 30"

comme {B, B} forme un systéme complet d'événements,

P(F)=P(BNF)+PBNF)

11 91
— =— 4+PBNF
20 400Jr ( nFE)
11 1 22 1
P(BQF):_79_7_079_

20 400 400 400
Autrement dit

— = 129
P(E3)=P(BNF)=—.
(By) = P(BNF) = 1
2. Je compare P(B) x P(F) et P(BNF).
7 9 63
PB)xP(F)=—=X_—=—— e PBNF
(B)x PF) =55 % 55 =300 PBOH)

donc les événements F' et B ne sont pas indépendants.
3. Je cherche Pr(B). D'aprés la formule des probabilités conditionnelles,

P(BNF 91 20 91
pe(p) = T000) - -

7

7

20

129
400°

X
20

13

20

7

50

=P(Ey) =

P(F) 400 © 9 20x9 180"

1
Ce fumeur a une bronchite avec probabilité %

91

~400°

9
400°

o
400’

11
donc P(F) =1— P(F) = 20" Et d'aprés la formule des probabilités totales,

Exercice 13 (xx)
[TD2 bis, Exercice 1]

1. D'aprés I'énoncé, on a :

o P(A)=0,34 et P(A) = 0,66;
e P4(B)=0,95et A(E):o
e Pr(B)=0,84et Px(B)=0,1

2. On cherche a calculer P(A N B). D'aprés la formule des probabilités composées, on a :

P(ANB) = P(A)PA(B) = 0,34 x 0,05 = 0,017 ~ 0, 02.

La probabilité qu'un coureur ait plus de 60 ans et ait couru le marathon en moins de 234 minutes est d'environ .

3. D'aprés la formule des probabilités totales, {4, A} étant un systéme complet d’événements :

P(B) = P(A)P(B) + P(A)Px(B)
= 0,34 % 0,95+ 0,66 x 0,84
~ 0,32 40,55
~ 0, 87
4. Il nous faut calculer P5(A). On a :
Pp(A4) = L}fﬂ“l)
(B)
0,34 %0,05
- 1-0,87
0,02
- 0,13
~ 0,15
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CPES2, Mathématiques Corrigé Feuille n°2 : Probabilités éléementaires Chapitre 2

Exercice 14 (% % %)

[TD2bis, Exercice 2] Je réalise un arbre pondéré pour modéliser la situation.

A - E;? _ An+l

P(A, — e T ——
(An) — Apt1
1-— P(AT)\ A_ i:::::il];(ii;i;/ A”+1
" 04 Anta

1. (a) D’aprés I'énoncé,
PAn (AnJrl) =0.8 et PE(AnJrl) =0.6.

(b) D’aprés la formule des probabilités totales, comme pour tout n > 1, {A,,, A,,} forme un systéme complet d'événements,

P( n+1) = ( n) X Pa, (An-‘rl) (An (An+1)
= P(A,) x 0.8+ (1— P(A,)) x 0.
=0.8P(4,)+ 0.6 —0.6P(A,)
=0.2P(4,) + 0.6

2. (a) On se rappelle le Chapitre 7 de premiére année.

Up+1 = Pnt1 — 0.75
=0.2p, +0.6 —0.75
=0.2(u, +0.75) — 0.15
= 0.2u, +0.15 - 0.15
= 0.2u,

La suite (uy)n>1 est donc bien une suite géométrique de raison 0.2.

(b) Comme la suite (up)n>1 est géométrique de raison 0.2 et que son premier terme vaut u; = p; — 0.75 = 0.7 — 0.75 =
—0.05, alors pour tout n > 1,
Uy =uy x ¢"" 1 = —0.05 x (0.2)""!

Et donc pour tout n > 1,
Pn = Un +0.75 = 0.75 — 0.05 x (0.2)"~!
Exercice 15 (% % %)

[TD2bis, Exercice 3]

Partie A

1. On se rapelle le Chapitre 7 de premiére année.

Un+1 = 13un+1 —4

4 3
=13 — — —u, | —4
10 10

5239 A
10 10"
52 39 /1 4
== =v,+—)—4
10 10 \ 13 13
. 52 3 12
10 10" 10
. 52 3 12 40
T10 10100 10
3
= __UTI
10
. . . 3
Donc (Un)n21 est une suite géomeétrique de raison 71—0.
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. . . 3 .
2. Comme la suite (vy)n>1 est géométrique de raison T et que son premier terme vaut v; = 13u; —4 = 13 X 5~ 4=

138 5aloso toutn > 1
— — == r r
2 2 2 pour-tout = %,
xn_l 5x 3 n—1
Up =V == -
14 D 10
3. Ona
1 +4
Un =13 T 13
_ 1.5 (.3 "*1+4
T 137 2 10 13
5

. ) 4 5 ( 3\"!
J'ai bien montré que pour tout n > 1, 1w, =-— + - .

13 726\ 10
Partie B
Je réalise un arbre pondéré pour modéliser la situation.
E o ,,9‘,1,77——777' E'n+1
Pn — " F
/ 0.9 n+1
— 04 F
1—pn —_— —— T n+1
0.6 n+1
1. D’apreés I'énoncé,
Py, (Eny1) L t Pr(E,t1) 4 2
= — e ) = — = —,
A T R T

2. D'aprés la formule des probabilités totales, comme pour tout n > 1, {En,E_n} forme un systéme complet d'événements,

P(Epy1) = P(Ey) x Pg, (Engr) + P(E_n) X PH(EH+1)

1 4
_+(17pn)x_

=PnX 70 10
14 4
10710 T 100
43

10 107"

3. La suite (pp)n>1 satisfait la méme relation de récurrence que la suite (u,),>1 étudiée dans la Partie A. Par ailleurs,

I IO A
P =4n =937 56 \ 710 '

p1 = 3= u1, donc pour tout n > 1,
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