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Il ne peut y avoir de langage plus
universel et plus simple, plus exempt
d’erreurs et d’obscurités, c’est-a-dire
plus digne d’exprimer les rapports
invariables des étres naturels.

Jean-Baptiste-Joseph Fourier

En L1, nous avons étudié les suites réelles qui permettent de modéliser des phénomeénes
intervenant uniquement d la fin d’intervalles discrets comme l’évolution annuelle d’une
population, le montant sur un livret d’épargne d la fin de chaque trimestre... Cependant,
il existe des modeles dans lesquels il est plus naturel et logique de considérer le temps
comme une variable continue. Par exemple lorsqu’on s’intéresse a une population au sein
de laquelle les naissances et décés ne sont pas contraints par l’achévement d’intervalles
de temps. Pour mesurer ces situations ot le temps est une variable continue, on utilise
les équations différentielles.

5.1 Exemple introductif

L’augmentation des fonds sur un compte d’épargne qui rapporte annuellement des intéréts au
taux r satisfait I’équation :

v(t+1)=(1+7r)y(t)

ce qui peut se réécrire
p(t+1)-p(t)
y(t)

1
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Si les intéréts sur le compte sont versés a chaque période At de année alors ’équation
différentielle devient :

y(t+At)—p(t)
y(t)

Par exemple, les intéréts sont versés trimestriellement alors le montant sur le compte est

=rAt.

1
multiplié par 1+ Zr a la fin de chaque trimestre. Certaines banques proposent des intéréts

composées journaliers, dans ce cas At = et d’autres affichent des intéréts composés en

1
365,25
continu, dans ce cas il faut faire tendre At vers 0.

Réécrivons 1’équation précédente comme suit :

y(t+ A —p(t) _
A—t = T})(t)

Si At tend vers 0, nous obtenons l’équation différentielle : v'(t) =ry(t).

5.2 Equations différentielles linéaires d’ordre 1

Définition 5.1 Soient a et b deux fonctions définies et continues sur un intervalle I de
R. On appelle équation différentielle linéaire d’ordre un, une équation qui peut s’écrire
sous la forme :

y'(t)+a(t)y(t) =b(t) (E)
e La fonction t + y(t) est I'inconnue de cette équation.
e La fonction t + b(t) s’appelle le second membre de 1’équation différentielle.
e Une équation différentielle est dite homogeéne lorsque son second membre est nul.

On appelle solution de 'équation différentielle (E) toute fonction y : t > p(t) qui est
dérivable sur I et qui vérifie I’équation (E) pour tout t € I.

Exemple 5.1 Reprenons ’exemple introductif, ’équation différentielle

Y/ (1)~ ry(t)= 0

est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 & coefficient constant (a(t) = r € R)
homogeéne (son second membre est nul).

Exemple 5.2 La fonctiony: R — R est solution sur R de I’équation différen-
t o 273
tielle v’(t) + 3y(t) = 0.



5.2. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES D’ORDRE 1
5.2.1 Equations homogénes

(Equation différentielle y’ +ky = 0 avec k € R) Soit k € R* une constante.
Les solutions sur R de I'équation différentielle y’(¢) + ky(t) = 0 sont les fonctions

R R
y:{ S, onleR

t — e

Exemple 5.3 Déterminer les solutions de 1'équation différentielle y’(t) — 2y(t) = 0.

(Equation différentielle v’ + a(t)y = 0) Soit I un intervalle de R et soit a
une fonction définie et continue sur I. On note A une primitive de a sur I. Les solutions
sur I de l'équation différentielle p’(¢) + a(t)y(t) = 0 sont toutes les fonctions

I — R .
y:{t A ou A eR.

Démonstration.
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Exemple 5.4 Résoudre sur R I’équation différentielle y’(t) + tzy(t) =0.

Exemple 5.5 Résoudre sur |1;+o0[ I’équation différentielle

YN+ —=p(=0  (E)



5.2. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES D’ORDRE 1
5.2.2 Equations avec second membre

(Equation différentielle y’(t) + a(t)y(t) = b(t)) Soit I un intervalle de R et
soient a et b deux fonctions définies et continues sur I et yp,,,¢ une solution particuliere
de 'équation y’(f) + a(t)y(t) = b(t). En notant A une primitive de a sur I, les solutions
sur I de Péquation différentielle y’(t) + a(t)y(f) = b(t) sont toutes les fonctions de la
forme

Ypart T A e avec AeR

Solution générale  __ Solution Solution générale
de I’équation complete particuliere + de I’équation HOMOGENE

Exemple 5.6 Résoudre sur R ’équation différentielle

y'()-ty(t)=2t  (E)
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5.2.3 Méthode de variation de la constante
Il n’est pas toujours facile de déterminer une solution particuliere d’une équation différentielle.

On peut utiliser la méthode de variation de la constante (due a Lagrange).

Soient a et b deux fonctions définies et continues sur I et (E) I’équation différentielle :

(E) : v () +a(t)y(t) =b(t)

On cherche une solution particuliere de (E) en reprenant la forme d’une solution h, de
’équation homogene associée (v’ +a(t)y = 0) et en remplagant A par une fonction g dérivable
sur I : on recherche une solution particuliere y,,,¢ sous la forme

Jr — R
Ypart * PN g(t)e—A(t)

ot A désigne une primitive de la fonction a et ou g est une fonction dérivable sur I a déterminer.

(Existence de solution pour les équadiffs linéaires d’ordre 1) Soient I un
intervalle de R et a et b deux fonctions définies et continues de I.
L’équation différentielle y’(¢) + a(t)y(t) = b(t) posséde au moins une solution sur I.

Remarque : Notons que la méthode de variation de la constante ne fournit pas toujours une
solution particuliere explicite: il faut pour cela étre capable de déterminer deux primitives d
Uaide des fonctions usuelles (une primitive A de a et une primitive de la fonction t — b(t)eA(t))
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Exemple 5.7 Résoudre dans R I’équation différentielle :
y'(8) + ty(t) = 12,

[]

Attention ! Ne pas dire que I'on cherche LA solution particuliere. Il y a, en fait, une infinité.
On cherche donc UNE solution particuliere.
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tet’/3

Vit+e2

Exemple 5.8 Résoudre sur R I'équation différentielle (E) : v’(t)- t2y(t) =
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5.2.4 Probléme de Cauchy
Retour sur I’exemple introductif

La somme d’argent sur un compte d’épargne qui rapporte en continu des intéréts au taux r
est décrite par I’équation différentielle :

y'(t) = rp(t) = 0.

Les résultats mathématiques que 'on vient de voir nous permettent d’affirmer que les
solutions de cette équation différentielle sont de la forme :

y:t> e avec 1eR,

Autrement dit, la somme sur le compte d’épargne augmente exponentiellement sans arrét.
Ici nous pouvons mieux nous rendre compte du rdle que joue la constante A. Connaitre le
taux auquel le montant du compte augmente n’est pas suffisant pour déterminer la somme
d’argent sur le compte a n’importe quel moment. Nous avons également besoin de connaitre
le montant du dépot initial.

Pour la solution p(t) = Ae’’, on a (0) = A, autrement dit, le montant du dépot initial est égal
a la constante d’intégration.

Résultat général
Définition 5.2 Avec les notations de la définition El], on appelle condition de Cauchy

toute condition imposant la valeur d’une solution ou de I'une de ses dérivées en un point
de I.

(Solution au probléme de Cauchy) Soient I un intervalle de R et a et b
deux fonctions définies et continues sur I, soient ty € I et yy € RR.
Sous la condition de Cauchy y(ty) = o, ’équation (E) : v'(t)+a(t)y(t) = b(t) admet une
unique solution sur I.

Exemple 5.9 Résoudre le probleme de Cauchy :

[]
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Exemple 5.10 Résoudre le probleme de Cauchy :

; 1 B
y'(t+ :y(f) =0

v(3)=3

5.3 Equations différentielles linéaires d’ordre 2 & coefficients constants

Définition 5.3 Soient a € R* et (b,c) € R? des constantes, I un intervalle de R et f une
fonction définie et continue sur I. On appelle équation différentielle linéaire d’ordre 2
a coefficients constants, une équation qui peut s’écrire sous la forme :

ay”(t)+by'(t) +cy(t) = f(t)  (E).
e La fonction t +— y(t) est I'inconnue de cette équation.
e La fonction t - f(t) s’appelle le second membre de ’équation différentielle.
e Une équation différentielle est dite homogéne lorsque son second membre est nul.

On appelle solution de 1’équation différentielle (E) toute fonction y : ¢ + p(f) qui est
deux fois dérivables sur I et qui vérifie I’équation (E) pour tout ¢ € 1.

R est solution sur R de I’équation

Exemple 5.11 La fonction y : R
2t
t

—
— 2el—e

différentielle y”(t) — 3y’ (t) + 2y(t) = 0.
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5.3.1 Equations homogénes

A D’équation différentielle homogene :
ay”(t)+by'(t) +cy(t)=0  (EH),
on associe I’équation caractéristique :
ar’+br+c=0 (EC).
On note A = b? — 4ac le déterminant de (EC).

e Si A>0, on note r; et r, les racines réelles de I’équation (EC).

e Si A =0, on note r 'unique racine de (EC).

-b VIA
° SiA<O,0nposea:—etﬁ:Q.
2a 2a

Il existe alors deux constantes réelles C; et C, telle que la solution y de (EH) a pour
expression :

e SiA>0,

y(t) = Cref + Cre™
e SiA=0,

y(t) = (Cy +tCy)e"
e Si A<O,

y(t) = e*(C; cos(ft) + Cpsin(ft))

Exemple 5.12 1. Résoudre de I’équation différentielle

y”(t)-3y'(t)+2y(t)=0 (E).



12

CHAPITRE 5. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

2. Résoudre de I’équation différentielle

y’(H)-2y'(t) +p(t)=0 (E).

3. Résoudre de I’équation différentielle

v’ +4y=0 (E).

4. Résoudre de I’équation différentielle

p () +2y'(t) + 10y(t) =0 (E).
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5.3.2 Probléme de Cauchy

Soient a € R*, (b,c) € R%. Soit I un intervalle de R et f une fonction
définie et continue de I.
Pour tous ty el et (yo,y1) € R2, le probléme de Cauchy

ay”(t)+ by’ (t) + cy(t) = f(t)
y(to) = %o
v'(to) =0

possede une unique solution sur I.

Exemple 5.13 Résoudre le probleme de Cauchy suivant :
//(t) _ yl
(0)=3

y'(0)=0

(1)~ 2y(t) = 0

A

(E)

S
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Exercice 5.1 Soit x — u(x) une fonction d’utilité. Pour un niveau de richesse x quel-
conque, la mesure absolue d’aversion face au risque d’Arrow-Pratt u(x) est définie par:

Déterminer les fonctions d’utilité qui conduisent & une mesure absolue d’aversion face
au risque constante.

5.3.3 Equation avec second membre

Lorsqu’on doit déterminer une solution d’une équation différentielle linéaire d’ordre 2, on
procede comme pour 'ordre 1. A savoir :

e On calcule la solution de I’équation homogene associée

e On détermine une solution particuliere

La solution générale est alors la somme de la solution de I’équation homogene et de la solution
particuliere.

Solution générale — ___ Solution Solution générale
de I’équation complete particuliere + de I’équation HOMOGENE
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Il n’est pas toujours simple de trouver une solution particuliere. Dans le cas de 'ordre 2,
vous serez guidés par ’énoncé de I'exercice.

Exemple 5.14 Résoudre ’équation différentielle suivante :

y"(1)-2y'(1)-3y(t) =9t* (E).

On commence par résoudre 1’équation homogene associée :

y”(t)-2y'(t)-3y(t)=0 (EH).
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Exemple 5.15

CHAPITRE 5. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

Résoudre sur R I’équation différentielle

(B): p”(t)+2y'(t) +y(t) =2e".
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