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Le calcul des probabilités appliqué a la
mortalité humaine a donné naissance a
une science nouvelle : celle des

assurances

Emile de Girardin

Ce chapitre a pour objectif I’étude des variables aléatoires définies sur un univers infini,
non dénombrable. Ces variables aléatoires sont dites a densité et possédent un certain
nombre de propriétés que nous étudierons en détail. Pour finir, nous verrons des lois
usuelles qui permettent de modéliser un nombre important d’expériences aléatoires.

5.1 Exemple introductif

Considérons la variable aléatoire X qui représente la durée du trajet a pied par un-e étudiant-e
entre le lycée Malherbe et la BU Pierre Sineux.

La durée du trajet est comprise entre 25 et 35 minutes. Puisque la variable aléatoire X peut
prendre n’importe quelle valeur dans cet intervalle de temps, X est une variable aléatoire
continue et non pas discrete.

Supposons que les données actuelles sur 1’état de forme des étudiant-e-s nous permettent de
conclure que la probabilité que la durée du trajet appartienne & un intervalle d’'une minute,
compris entre 25 et 35 minutes, est la méme que la probabilité que la durée du trajet appar-
tienne a un autre intervalle d’'une minute compris entre 25 et 35 minutes. Puisque tous les
intervalles d’'une minute, compris entre 25 et 35, sont équiprobables, on dit que la variable
aléatoire X suit une loi uniforme.
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La fonction de densité de probabilité, qui définit la loi uniforme de la variable alétoire X,
correspond a :

1
—  s8125<x<35
flx)=410

0 sinon

0 25 35

Pour une variable aléatoire continue, la probabilité correspond & la vraisemblance que
cette variable aléatoire prenne une valeur appartenant a un intervalle particulier.
Revenons a la durée du trajet Malherbe-BU, on peut se demander quelle est la probabilité
que celle-ci soit comprise entre 25 et 30 minutes i.e. quelle est la valeur de P(25 < x < 30)7

5.2 Rappels sur la fonction de répartition

Définition 5.1 Soit X une variable aléatoire. On appelle fonction de répartition de la
variable aléatoire X la fonction Fx définie par

VxeR, Fx(x)=P(X<x).

Remarque : Pour x € R, Fx(x) est égale a la probabilité que la variable aléatoire X ne dépasse
pas x.



5.2. RAPPELS SUR LA FONCTION DE REPARTITION

Exemple 5.1 Reprenons I’Exemple du tirage de jetons numérotés du Chapitre 3.
Un sac contient 5 jetons numérotés de 1 a 5. Pour jouer une partie, on doit miser 1€.

On tire au hasard un jeton. Si on a le numéro 1 on gagne 4€, si on a un numéro pair

on regoit 2€ et rien sinon. On note X le gain (algébrique). X est une variable aléatoire
et X(Q)=1{-1,1,3}.

La loi de la variable aléatoire X est donnée par
2 1
PX=-1)== P(X:l):g et P(X:3):§.

Ce que 'on peut résumer par le tableau suivant.

X -1711|3

2 21

PX=x)| = | = | =
5 [ 515

Déterminons sa fonction de répartition.

0.8
0.6
0.4

0.2

\/




4 CHAPITRE 5. VARIABLES ALEATOIRES CONTINUES

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (QQ,7, P)
et soit Fx sa fonction de répartition. Alors:

e Pour tout x dans R, on a: Fx(x)€[0,1].
e Fx est croissante sur R.

e Fx est continue a droite en tout x de R : lim Fx(t) = Fx(x)

t—oxt

e lim Fx(x)=0 et lim Fx(x)=1.

X——00 X—+00

Remarque : Dans le cas d’une variable aléatoire X discréte, la fonction de répartition Fx est
une fonction en escalier donc discontinue.

5.3 Généralités

5.3.1 Notion de variable aléatoire a densité

Définition 5.2 Soit X une variable aléatoire et Fx sa fonction de répartition. On dit que
X est une variable aléatoire a densité si et seulement s’il existe une fonction f vérifiant
les quatre conditions suivantes.

e Pour tout x de R, f(x) > 0.

e f est continue sur R sauf éventuellement en un nombre fini de réels.

+00 +0oo
e L’intégrale J f(t)dt converge et on a j f(t)dt =1.

X
e Pour tout x de R, Fx(x) = j f(t)dt.

Lorsque les conditions précédentes sont vérifiées, f est appelée densité de X.

Définition 5.3 Une fonction f est une densité de probabilité (ou plus simplement
densité) si et seulement si

1. pour tout x de R, f(x) >0,

2. f est continue par morceaux avec un nombre fini de points de discontinuité,

+00 +00
3. lintégrale J- f(t)dt converge et on a f f(t)dt=1.



5.3. GENERALITES
Méthode 5.1 (Comment montrer qu’une fonction f est une densité de probabilité ?)
1. On montre que f est positive sur R

2. On montre que f est continue sur R, sauf éventuellement en un nombre fini de
points

+00
3. On montre que l'intégrale J f(t)dt est convergente et vaut 1.
—00

Exemple 5.2 On considere la fonction f suivante

R — R

. X
f X - _° .
(1+e¥)2

Montrer que la fonction f est une densité de probabilité.
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Si X est une variable aléatoire a densité, de fonction de répartition Fy
et de densité f, alors, en chaque réel x ot f est continue, on a f(x) = Fi(x).

Si X est une variable aléatoire a densité, de fonction de répartition Fy,
alors toute fonction f a valeurs positives qui vérifie f(x) = Fi(x) (sauf éventuellement
en un nombre fini de points) est une densité de X.

Exemple 5.3 Soit X une variable aléatoire de fonction de répartition

1-— si x>1.

0 si x<1,
Fx(x) = 1 _ On admet que X est une variable aléatoire & den-
X
sité. Déterminer une densité de X.



5.3. GENERALITES 7

Remarque : Il n’y a pas unicité d’une densité pour une variable a densité donnée. En effet,
st f est une densité de X, alors toute fonction g positive, égale a f, sauf en un nombre fini
de points, est également une densité de X.

5.3.2 Calculs de probabilités avec des variables aléatoires a densité

Soit X une variable aléatoire a densité, Fx sa fonction de répartition
et f une densité de X.

a
Soient a et b deux réels avec a < b. On rappelle que P(X < a) = Fx(a) = J f(t)dt
Alors =

e P(X<a)=P(X<a)=Fx(a)= fa f(t)dt

e P(X>a)=P(X>a)=1-Fx(a J f(t)

e Pla<X<b)=Pa<X<b)=Pa<X<b)=Pa< X <b)=Fx(b)—Fx(a) et on a
Fy jf

Exemple 5.4 Soit X une variable aléatoire, de fonction de répartition

0 si x<2,
Fx(x) = 1—% si x>2
X

On admet que X est une variable aléatoire a densité.

Calculer P(X > 0), P(-1 < X <3), P(X <4).
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Exemple 5.5 Soit X une variable aléatoire a densité, de densité

0 si t<0,

fX(t):{e—f si t>0.

Calculer P(X <2), P(2<X <3)et P(X > 1).
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5.3.3 Espérance d’une variable a densité

Définition 5.4 Sous réserve de convergence de I'intégrale écrite, I’espérance de X est le
réel, noté E(X), défini par

E(X)= jm tf(t)dt.

—00

0 i t<0,
Exemple 5.6 Soit X une variable aléatoire de densité f(t) = { . o

st t>0.
X admet-elle une espérance ? Si oui, la calculer.
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Exemple 5.7 Soit Y la variable aléatoire de densité g: R — R définie par
ol 0 sit<l1
SH=11 s>t

Y admet-elle une espérance? Si oui, la calculer.

Remarque : Une variable aléatoire est dite centrée lorsque son espérance est nulle.

Soit X une variable aléatoire a densité admettant une espérance et
soient a et b deux réels. Si a # 0, la variable aléatoire Y = aX + b admet une espérance

et
E(aX +b)=aE(X)+D.

5.3.4 Variance d’une variable aléatoire i densité

Définition 5.5 Une variable aléatoire X de densité f admet un moment d’ordre 2
lorsque X? admet une espérance. Dans ce cas, on appelle moment d’ordre 2 de X, le
réel

E(X?) = rm t2f(t)dt.

—00

Définition 5.6 Si une variable aléatoire X de densité f admet un moment d’ordre 2,
alors on appelle variance de X, et on note V(X), le réel défini par

Vo= [ 0-Ex)2 (e

—0



5.3. GENERALITES 11

Définition 5.7 Si X est une variable aléatoire a densité admettant une variance, on
appelle écart-type de X, le réel positif, noté oy, défini par

Oox = V(X)

(Formule de Kénig-Huygens) Si X est une variable aléatoire a densité
possédant une variance, alors on a

V(X) = E(X?)-E(X)>

Méthode 5.2 (Montrer qu’une variable a densité posséde une variance et la calculer.)

e Si X n’admet pas d’espérance, alors elle n’admet pas de variance.
e Si X admet une espérance, il faut regarder si E(X?) existe.

— Si non, alors X n’admet pas de variance.

— Si oui, alors on la calcule en utilisant la formule de Konig-Huygens

V(X) = E(X?) - E(X)>

Exemple 5.8 Soit X une variable aléatoire de densité f(t) = { g—t

X admet-elle une variance ? Si oui, la calculer.
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Si X est une variable aléatoire possédant une variance, alors quels que
soient les réels a et b, aX + b admet une variance et on a

V(aX +b) = a’V(X).

Exemple 5.9 On reprend la variable aléatoire X de I'exemple précédent, et on note
Y =3-2X. Y admet-elle une variance ? Si oui, la calculer.

Remarque : Une variable aléatoire est dite réduite lorsque sa variance est égale a 1.
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5.4 Lois usuelles a densité

13

Les variables aléatoires a densité usuelles ne correspondent pas toujours a des modeles aléa-
toires simples. C’est par 'expérimentation que les statisticiens ont mis en évidence un certain

nom

e de lois « classiques » auxquelles on se réfere fréquemment. C’est l'inférence statis-

tique® qui permettra de dire qu’une variable aléatoire X suit (avec une marge raisonnable

d’erreur) une loi donnée.

5.4.1 Loi uniforme sur un intervalle

Dans ce paragraphe, a et b sont des nombres réels avec a < b.

La loi uniforme sur [a,b] est la loi du tirage au hasard d’un nombre dans cet intervalle :
la variable X a autant de chance de tomber n’importe ou dans I'intervalle [a, b].

Définition 5.8 On dit que X suit la loi uniforme sur [g,b] lorsque X est la variable

aléatoire de densité f définie par

si

f()

si

1
b-a
{ 0

On note X < U([a, b]).

t€la,b],
t&[a,b]

S

—a

1
Remarque : La fonction f définie sur [a,b] par f(t) = .

sur 'intervalle [a,b] puisque

o f est continue sur R\{a,b} et positive,

+00 b b
1 t b a
* \[—oo f(t)dt_J; b_adt_[b—ﬂ]a_b—ﬂ_b—a

est bien une densité de probabilité
a

Attention ! A ne pas confondre avec une variable aléatoire discréte suivant une loi uniforme
sur [1,n]. Cependant, ces deux lois jouent des rdles assez similaires 'une dans le cas discret,

l'autre dans le cas continu.

11’ inférence statistique est ’ensemble des techniques permettant d’induire les caractéristiques d’un groupe
général (la population) a partir de celles d’un groupe particulier (I’échantillon), en fournissant une mesure de

la marge d’erreur.

PN
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Si X < U([a, b]), alors la fonction de répartition Fx de X est donnée

par
0 si
Fy () X—a .
x) = si
X b—a
1 si

Donnons la représentation graphique de Fy :

x<a,

x € [a,b),

x> b.

Remarque : Lorsqu’un événement peut se produire de fagon équiprobable dans un intervalle
[a,b] et seulement dans cet intervalle, la variable aléatoire qui représente l'instant (ou l’endroit)
ot cet événement se produit suit une loi uniforme sur [a,b].

Exemple 5.10 Le temps d’attente T, en minutes, aupres du standard téléphonique du
service apres-vente d’une entreprise suit la loi uniforme sur 'intervalle [0.5,9.5].

1. Quelle est la probabilité que le temps d’attente soit inférieur a 2 minutes 7

2. Quelle est la probabilité que le temps d’attente soit supérieur a 3 minutes 7

3. Quel est le temps d’attente moyen aupres du standard téléphonique ?
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5.4.2 Loi exponentielle

Dans ce paragraphe, A désigne un nombre réel strictement positif.

Définition 5.9 On dit que X suit la loi exponentielle de parameétre A lorsque X est la
variable aléatoire de densité f définie par

de M i t >0,
f(t)_{ 0 si t<0.

On note X — &(A).

Si X < £(A), alors la fonction de répartition Fx de X est donnée par

1-e™ s x>0,
Fx(x) :{

0 si x<0.

Donnons la représentation graphique de Fy :

Si X < &£(A), alors X admet une espérance et une variance et

et V(X)= L

E(X)= =

==

Remarque : La loi exponentielle est utilisée pour modéliser des « durées de vie ».
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5.4.3 Loi normale

La loi la plus importante pour décrire une variable aléatoire continue est la loi normale. La loi
normale a été utilisée dans de nombreuses applications pratiques, dans lesquelles les variables
aléatoires étaient la taille et le poids des individus, les résultats des tests d’intelligence, des
mesures scientifiques, le niveau des précipitations, etc. Elle est également tres utilisée dans
le domaine de l'inférence statistique. Dans de telles applications, la loi normale fournit une
description des résultats possibles grace a un échantillon.

Dans ce paragraphe, m désigne un nombre réel et ¢ un réel strictement positif.

Définition 5.10 On dit que X suit la loi normale de paramétres m et o2 lorsque X est
la variable aléatoire de densité f définie par

1 _(1,‘—m)2
VieR, f(t)= e 272 .
V2ro?
On note X < N (m,o?).
1
oV2n |
0 ﬁ/l

Remarque : La courbe de la loi normale a deuzr paramétres : o et m. Ils déterminent la
position et la forme de la distribution de probabilités. La densité est symétrique par rapport a
la droite verticale d’équation x = m et la « largeur de la cloche » dépend de o.

Si X <> N (m,0?), alors X admet une espérance et une variance et

EX)=m et V(X)=02
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5.4.4 Loi normale centrée réduite

Définition 5.11 On dit que X suit la loi normale centrée réduite lorsque X est la
variable aléatoire de densité f définie par

VteR, f(t)= ——e 2

On note X < N(0,1).

La courbe de la fonction de densité de
la loi normale centrée réduite N (0,1) est
symétrique par rapport a ’axe des ordonnées,
donc les probabilités P(X <0) et P(X >0)
sont égales.

Comme P(X < 0)+P(X >0)=1, on en déduit
que

Définition 5.12 La fonction de répartition d’une variable aléatoire qui suit la loi N/(0,1)
est la fonction, notée @, définie par

2

VxeR, O(x e dt.

-7 )

Attention ! Il n’est pas possible de calculer cette intégrale a 'aide des fonctions usuelles. Pour
déterminer les valeurs de @(x) pour un x donné, on utilisera le tableau se trouvant en fin de
chapitre.

Soit X <> AN(0,1). Notons @ la fonction de répartition de X. Alors:

o O(0) =

=

e VxeR D(—x)=1-D(x)

e VacRetbeR Pa<X<b)=D(b)-D(a)

Remarque : Ces formules sont trés utiles, combinées avec la table de valeurs de la page
sutvante.

Si X est une variable aléatoire suivant la loi N'(0,1), alors X admet
une espérance et une variance et
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Soit X une variable aléatoire. Alors

X suit la loi N (m,0%) ™ suit la loi N(0,1).

o

Méthode 5.3 (Déterminer une probabilité si X suit une loi normale)

e Si X suit une loi normale qui n’est pas centrée réduite, on se ramene a la loi
X-m
N(0,1) a I'aide de la variable aléatoire X* = .
o

e On peut alors utiliser les valeurs de la table avec la variable aléatoire X*.

Exemple 5.11 Les températures autour du lac d’Annecy au mois de juillet suivent une
loi normale d’espérance 18°C et d’écart-type 3°C. Une personne part camper autour du
lac d’Annecy.

1. Quelle est la probabilité que la température soit inférieure a 12°C?

2. Quelle est la probabilité que la température soit supérieure a 24°C?

3. Quelle est la probabilité que la température soit comprise entre 15 et 20°C 7
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Fonction de répartition @ d’une variable aléatoire X
suivant la Loi Normale Centrée Réduite N (0; 1).

D(x) =

—

P(ng)zj N

2
2dt et O(—x)=1-D(x)
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